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Gi6i thiéu

1. Db thi va biéu dién bang do thi

1.1. Mot sé dinh nghia va vi du co ban

Nhiéu van dé trong thuc té cé thé duoc biéu dién kha tién loi dusi dang md hinh cic diém
trén mat phang két hop véi cac doan thiang ndi mét sb cip diém nhat dinh. Chang han, tap
hop diém cla ta c6 thé dai dién cho hoc sinh trong mdt ngdi trudng va cac doan théng noi
hai diém tuong (ing véi hai hoc sinh quen biét nhau. Véi hai diém bat Ki trong md hinh nay,
ching ta chi quan tdm ching cé dugc ndi véi nhau hay khéng, chir khéng quan tam ching
duoc ndi v6i nhau nhu thé nao. Day chinh 1a co s& dé hinh thanh khai niém dé thi trong toan
hoc. (luu y: tranh nham Ian véi khai niém dé thi ctia ham s6)

D6 thi 13 mdt phuong thic biéu dién todn hoc clia mdt mbi quan hé. Cu thé hon, moét doé thi
G bao gdém hai tap hop-tap hop dinh V(G) (chinh 13 céc diém dugc mé ta & trén) va tap
hop canh E(G) (la cic doan thiang n6i mot s6 cip diém). Néu e 1a mot canh clia db thi G
néi hai dinh v va v thi ta néi u lién thudc véi e, va u va v ké nhau. Thong thudng, ta ki hiéu
e = uv (luu y rang ta khéng phan biét giita hai cach viét uv hay vu). S6 cac dinh ké véi dinh
v duoc goi la bac cua v va ki hiéu deg v. Téng sb dinh clia moét db thi G dudc goi la bac cla
do thi, va ki hiéu deg G.

1.2. Mot sé Iop do thi quan trong
Da thi day du (complete graph)
Mot dd thi G duoc goi la day di néu nhu hai dinh bat ki déu ké nhau.

*>~—

D4 thi hai phe (bipartite graph)
Mot dé thi G duoc goi la hai phe néu nhu tap dinh V(G) c6 thé dugc phan hoach thanh hai



tap X va Y sao cho mbi canh clia G nbi moét dinh clia X véi mot dinh cua Y. DE cho don
gian, ta ki hiéu mot do thi hai phe G véi cach phan hoach V = {X, Y} 1a G(X,Y).

PEKE

D6 thi c6 huéng (directed graph)

Mot dé thi cé huéng D bao gdm tap hop diém V va tap hop cung A (hay canh cé huéng).
Mot cung e = xy dudc goi la cé hudng tir x téi y, va x duoc goi 1a dinh dau/géc, y ducc
goi 1a dinh cubi/ngon clia cung. Luu y rdng trong dé thi cé hudng, hai cach viét e = xy
hay e = yx la khac nhau. V6i méi dinh x thudc V (D), ta goi bac ngoai clia x la sb céc dinh
y € V(D) \ x sao cho ton tai cung tir x t6i y, va bac trong clia x 13 s6 cac dinh y € V(D) \ x
sao cho ton tai cung tir y téi x.

0 A

D6 thi c6 trong sb (weighted graph)

Mot do thi duoc goi 13 €6 trong sé néu nhu mdi canh clia dé thi d6 duoc cho tuong (ing véi
mot dai lugng (tly vao tung truong hgp ma cac dai lugng cé thé dugc cho khéng am, duong,
1a sb nguyén,...).

—
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1.3. Do thi con

Cho dé thi G véi tap dinh V(G), tap canh E(G). D6 thi H vdéi tap dinh V(H) va tap canh
E(H) duoc goi la dé thi con clia G néu nhu V(H) la tap con clia V(G) va E(H) la tap con
cla E(G).

Dé thu dugc mot dé thi con H tir do thi G ban dau, cé hai phuong phdp théng thuong:

(1) Xod canh: xo0a di mot sb6 canh ctia G va git nguyén tap dinh. Ki hiéu: cho E* C E(G),
khi dé ta ki hiéu dé thi con thu dugc bang cach xéa cac canh thuéc E* 1a G \ E*.

(2) Xoa dinh: xod di mot sb dinh va tat ca céc canh ké véi cac dinh bi xo0d. Ki hiéu: cho
V* C E(G), khi dé ta ki hiéu do thi con thu dugc bang cach xéa cac canh thudc V* 13
G-V~

D6 thi con thu duoc tir phuong phap 1 duoc goi la do thi con bao trum. Néi céch khac, do
thi con bao trum c6 cung tap dinh véi do thi ban dau.
D6 thi con thu dugc tit phuong phap 2 dudc goi 13 dd thi con cdm sinh.

& & €

G G\e G-
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Pé thi lién théng

2. M@ét s6 khai niém quan trong

2.1. Dudng di

Mot dudng di trong do thi G 1a modt day xen ké cac dinh va canh W := wyeivi...vi_1eVv,
(khéng nhat thiét phan biét), trong dé v,_; va v; la cadc dau mut cla canh ¢, 1 </ < /. Néu
Vo = x va vy =y, ta ndi W la mét duong di xy, trong dé x dugc goi la dinh dau, y duoc goi
|a dinh cudi clia dudng di.

Théng thuong, trong do thi don vé hudng, duong di W := vpei vy ... vi_1eVv, c6 thé duoc viét
ngan gon 1a vovi ... v,

Hai dinh x va y duoc goi |a lién théng néu va chi néu tén tai mot duong di xy. Da thi lién
thong |3 do thi ma hai dinh bat ki déu lién thong.

(vi du minh hoa)

2.2. Chu trinh

Chu trinh 13 m6t duong di ¢6 dinh dau va dinh cudi triing nhau, ddng thdi cac canh xen gilia
déi mot khac nhau. Cu thé, W := vyeivy ... vi_1ev, la mot chu trinh khi va chi khi vy = v, va
€1.,62, ..., e, déi mot khac nhau.

(vi du minh hoa)

2.3. Lién théng trong dé thi cé hudng

C4c khai niém vé dudng di, lién théng, chu trinh trong dé thi cé hudng ducc dinh nghia tuong
ty. Mot dudng di cé huéng trong mot do thi cé huéng D 1a mot day xen ké cdc dinh va
cung W = wa1 ... vi_1av;, trong dé véi mdi 1 < </, vi_1 1a gbc va v; 1a ngon cla a;. Néu
Vo =x va v,=y, ta goi W la mét dudng di cé huéng xy. (luu y: trong do thj cé hudng,
duong di xy khac véi dudng di yx.)

Ta ndi y téi duoc tir x néu nhu cé mét dudng di cé hudng xy. Mot dd thi cé huéng D duoc
goi 1a lién théng manh néu nhu véi hai dinh x va y bat Ki, ton tai ca dudng di xy |an dudng
di yx.

2.4. Thanh phan lién théng
Trong db thi don vo6 huéng G, thanh phan lién thong C 1a mot db thi con cdm sinh clia G
thod man hai tinh chat:

(1) C la mdt db thi lién théng.
(2) Néu ta thém mét dinh bat ki cua V(G) \ V(C) vao C thi C khéng con lién thong. Hay
néi cach khac, C l1a mét do thi lien théng cuc dai (maximal).

Mot do thi lién théng chi cé ding mét thanh phan lién théng (1a chinh né). Mét dé thi khéng
lién théng cé it nhat hai thanh phan lién théng. Ngoai ra, hién nhién 13 cic thanh phan lién
théng cia moét do thi déi mot roi nhau. Nhu vay, mot dd thi bat Ki cé thé duoc phan hoach
thanh cdc thanh phan lién théng.

Khai niém thanh phan lién théng manh duoc dinh nghia tuong tu trong doé thi cé huéng.
Ciing nhu trong db thi vé huéng, mét dé thi ¢ hudng cé thé duoc phan hoach thanh cac
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thanh phan lién théng manh.

2.5. Cay

Cay |3 mot do thi lien théng va khéng cé chu trinh. Mét dinh cla cay cé bac mét duoc goi 1a

TTYY %

(1) Trong mét cay, gitia hai dinh bat ki c6 ding mot duong di.
(2) Mot cay ludn c6 it nhat hai la.
(3) Mot cay cé n dinh thi c6 n— 1 canh.

Tinh chét.

Cay (c6 gbc) la cay trong d6 c6 mot dinh dugc chon 1a géc va mdi canh dugc dinh huéng
tring véi hudng di cta dudng di don duy nhat tir gbc téi mbi dinh.

Trong mot cay cé gbc, néu c6 mdt canh di tir dinh x dén dinh y thi dinh x duoc goi la cha
ctia dinh y va y la con cla x.

Cay bao trum clia mot do thi 1a modt doé thi con bao trum, déng thoi la moét cay.

DINH Li
Mot doé thi lién thdng khi va chi khi né c6 moét cay bao trum.
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DINH Li
Mot db thi hai phe khi va chi khi né khéng c6 mét chu trinh 1€ (mot chu trinh gdm mot
s 1é dinh).

3. Mét sb thuat toan quan trong

3.1. Thudt toan Jarnik-Prim

C4c ki su cia PiIMA can thiét 1ap mot hé thdng dudng day dién & Viet Nam, két nbi cac thanh
phd Ha Nai, Cao Bang, Lang Son, Lao Cai, Dién Bién dén Nha may thiy dién Son La. Vi tri
va khodng cdch gilia cac thanh phd dugc thé hién qua so dé sau. Hoi lam thé nao dé xay dung
dugc mot duong day véi téng khoang cach két nbi 13 ngan nhat?

\ AN L
\__ N, L
L NN Ls
® \.\ L
DB ® W 4
st 1
) \_ / t N N
L\ AL e
pN { 5\
| A - \ \ -
e ~ N
A ~— -
I L/ v S 2| \

HN SL CB LS DB LC
HN 0 217 187 127 295 228

SL — 0 311 312 101 144
CB — — 0 95 337 219
LS — — — 0 364 261
pB - - — — 0 123
IC - - — — — 0

Ta c6 thé dua bai todn trén vé dang mot do thi cé trong sb véi cac dinh tuong ting véi cac
thanh phé (HN, SL, CB, LS, DB, LC). Ta can tim mot do thj con bao trum va lién théng
véi téng cac trong sb 1a nhd nhit. Bai vi cac trong sb tuong Ung véi khodng cach gilta hai
thanh phd, |a cic s6 duong, nén dd thi con can tim 1a mot cay bao trum. Bai toan trén la
mot trudng hop cu thé cla bai todn tim cdy bao trum cé téng trong s6 nhd nhat trong mot
do thi liéen théng cé trong sb.

Trong thuat toan nay, ta chon mot dinh bat ki lam gbc (root) cta cay T. Goi E(T) la tap
hop cdc canh c6 moét dau mat thudc T nhung ban than canh dé khéng thudc T. O méi budc,
ta thém vao T canh cé trong sb nhé nhat trong E(T). Ta t& mau céc dinh cta T, va & mbi
budc thi v6i méi dinh v chua dugc té mau, ta sé gan cho mét gid tri c¢(v), chinh la trong sb
nhé nhat cta canh ndi v véi mét dinh v da duoc td mau. Sau dé, ta chon v lam cha cla v va
dat ham predecessor p(v) = u). Luu y rang ban dau méi dinh cé gia tri 1a vo cling va khoéng
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c6 cha. Hai théng sb6 p va ¢ duoc cap nhat lién tuc & mbi budc cta thuat toan.

THUAT TOAN JARNIK-PRIM

input: moét do thi lién théng cé trong sb G.

output: mét cay bao trum clia G cé téng cac trong sd nhé nhit, ham predecessor p, va
trong luong cla cdy w(T) (chinh |13 téng cac trong sb).

(1) cho p(v) :=0va c(v) :==o00,veVvaw(T):=0

)
)
)
)
) t6 mau u
7) for méi dinh v chua dugc t6 mau ma w(uv) < c¢(v) do
) p(v) :=uvac(v):=w(uv)
) w(T) :=w(T)+ c(u)

)

)

)

S

return(p, w(T))

Hay cung ap dung thuat toan Jarnik-Prim dé gidi quyét bai toan dudng day dién néu trén.
Budc 1, ta chon Son La lam gbc, lic nay chua cé dinh nao dugc té6 mau. Vi ¢(SL) =0 va
c(v) = co véi moi v # SL, Son La chinh 1a dinh u dugc chon & budc 5. Tat ca cac dinh khac
nhan SL lam cha. Bay gio ta luu y cac gia tri cla cac dinh chua dugc té6 mau nhu sau:

c(HN) =217, ¢(CB) =311, ¢(LS) =312, ¢(DB) =101, ¢(LC) = 144

Lac nay w(T) van bdng 0.
Dua vao cac gia tri trén, ta sé chon Dién Bién lam dinh dé t6 mau tiép theo. Ham predecessor
va ham gid tri thay d&i thanh:

p(HN) = SL, p(CB) = SL, p(LS) = SL, p(LC) = DB
c(HN) = 217, ¢(CB) =311, ¢(LS) =312, ¢(LC) = 123

w(T) = 101

Ta thiy rang c(LC) la nhé nhat trong céc gia tri trén, vay ta chon Lao Cai lam dinh tiép theo
dugc t6 mau. Ham predecessor va ham gia tri trd thanh:

p(HN) = SL, p(CB) = LC, p(LS) = LC
c(HN) =217, ¢(CB) =219, ¢(LS) = 261

w(T) =101 + 123 = 224

Ct tiép tuc qud trinh trén cho dén khi tat ca cac dinh déu duoc t6 mau. Cudi cling ta sé thu
duoc mot cay bao trim cé téng do dai w(T) = 663km. Hinh sau day md ta thi tu dugc chon
clla cac canh va dinh.
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3.2, Thut todn Dijkstra va bai todn Dudng di ngan nhat

Thay Ding mudn tham du mot Héi nghi vé Todn md hinh 6 Cape Town, Nam Phi. Tuy nhién,
do khéng cé duong bay thang tir Thanh phé H6 Chi Minh dén Nam Phi nén thay Diing phai
qud canh & hai thanh phé khac. Dua vao bang sau day, hay gitp thay Diing chon 16 trinh bay
it ton kém nhat

HCM Chia- Singa- | Santa San Los Paris Cape
ngmai pore Marta | Anto- Ange- Town
nio les
HCM - 250 176 1039 - - - -
Chiangmai | - - - - 1480 1565 647 -
Singapore | - - - - 1733 - 546 -
Santa Marta | - - - - 540 769 - -
San Antonio | - - - - - - - 1103
Los Angeles | - - - - - - - 967
Paris - - - - - - - 2016
Cape Town | - - - - - - - -

Bai toan trén cé thé duoc dua vé mé hinh do thi c6 trong s& moét cach rat tu nhién: dung cac
dinh dé biéu dién cic thanh phd va cdc canh cé trong sb sé tuong ing véi gid tién clia cac
chuyén bay. Nhu vay, vé co ban ta can tim dudng di ngan nhat tir dinh HCM dén dinh CT cla
dd thi sau. (ngan nhat & day duoc hiéu |a dudng di cé téng trong sb nho nhit, tuong tng véi
16 trinh bay it ton kém nhAt)
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LA

Thuat toan Dijkstra nay cé nhiéu nét tuong dong véi thuat todn Jarnik-Prim, dac biét 1a viéc
ap dung tu tudng cla thuat todn tham lam. Ta ciing chon mét dinh lam gbc rdi st dung phép
t6 mau dé danh diu cac dinh da duoc chon.

THUAT TOAN DIJKSTRA

input: mdt do thi lién théng cé trong s6 duong va mot dinh lam gbc r.

output: ham predecessor p va ham khoang cach £ thod man £(v) chinh la do dai cua
duong di ngdn nhat tir r dén v.

(1) cho p(v):=0vaL(r):=0,4(v):=00,veV\{r}

(2) while c6 mot dinh u chua dugc t6 mau ma £(u) < oo do

(3) chon dinh u sao cho £(u) nhd nhat

(4) t6 mau u

(5) for mdi dinh v ké véi u chua dugc t6 mau ma £(v) > £(u) + w(uv) do
(6) p(v) :=uval(v):=4L(u)+ w(uv)

(7) end for

(8) end while

(9) return(p, £)

Hay cung ap dung thuat toan Dijkstra d€ gidp thdy Diing chon dudng bay tét nhat! O
day duong nhién ta sé chon HCM lam gbc. Buéc 2, hién nhién chi c6 HCM thoad man
L(HCM) < oo nén ta chon va té mau HCM (xong budc 4). Do £(CM) = £(S5G) = oo nén
& buéc 5 va 6 ta lan lugt gan p(CM) = p(SG) = HCM va L(CM) = w(CM — HCM) =
250,4(SG) = w(SG — HCM) = 176. Dén day quay lai budc 2.

D& y rang chi c6 Chiangmai va Singapore la thod man £ < oo, va do £(SG) < £(CM) nén ta
chon Singapore tiép theo. Xét cac dinh ké vé6i Singapore, ham predecessor va ham khodang
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cach tré thanh:
p(SA) = p(PR) = SG

2(SA) = 176 + 1733 = 1909, £(PR) = 176 + 546 = 722

Ldc nay thi cé ba dinh thod man £ < oo la Chiangmai, San Antonio Paris. Dua vao cac gia
tri, dé dang chon Chiangmai tiép theo va cap nhat két qua:

p(LA) =CM

Bay gio chi y la £(CM) + w(CM — SA) = 1730 < £(SA) (bay Chiangmai-San Antonio thi ré
hon bay Singapore-San Antonio) cho nén ta thay déi p(SA) = CM. Do dé:

2(LA) = 1565 + 250 = 1815, £(SA) = 1730

Tiép tuc nhu vay, £(PR) nhd nhat trong cdc gid tri £ hitu han dang cd, cho nén dinh tiép theo
dugc chon |a Paris. p va £ duoc cip nhéat:

p(CT) = PR,
¢(CT) =2(PR) 4+ w(PR — CT) = 722 + 2016 = 2738
L3p lai cic thao tac trén mot vai lan nita, cudi cung ham p va £ cla ta sé trd thanh:
p(CM) = p(S5G) = p(SM) = HCM, p(SA) =SM,

Vay chuyén bay Ii tudng nhat |3 HCM-Santa Marta-San Antonio-Cape Town.
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Mang luai

4. Mot s6 dinh nghia va dinh ly quan trong

4.1. L4t cat canh

Cho do thi G va X, Y C V(G) la cac tap hop dinh cia G (X va Y khoéng nhat thiét rai nhau).
Ta ki hieu E[X,Y] la tap hgp cac canh cltia G c6 mot dinh thuée X va dinh con lai thudc Y.
Khi Y =V(G)\ X, tap hop E[X,Y] khi dé duoc goi la mot lat cat canh cla G (ng véi X,
va duoc ki hieu bdi 8(X). Dt d(X) = |8(X)| thi d(X) duoc goi I3 bac clia tap hop dinh X.

u u u
v v v
L ) T Y Z )
d(u) A(u,v) Nu, x)

Trong db thi c6 hudng, ta dung ki hieu A(X,Y’) dé chi tap hop cac cung cé dinh dau thuéc
X va dinh cubi thudc Y. Néu Y = V' \ X, ta goi A(X,Y) |a lat cat ngoai clia D (ing véi X va
ki hieu 13 81 (X). Tuong tu nhu vay, A(Y, X) dudc goi 1a 14t cat trong (ing v6i X va dugc ki
hieu 07 (X). R6 rang 87 (X) =0~ (V \ X). d*(X) = |07(X)] dugc goi la bac ngoai cua X.
d~(X) dugc dinh nghia tuong tu va dugc goi la bac trong clia X. Néu X = {x} chi gém moét
dinh thi ta chi ki hiéu don gian d*(x) va d=(x).

4.2. Mang van tai

Cho db thi ¢6 huéng D. Dinh x € A(D) dugc goi la dinh phat néu nhu d~(x) = 0 (x c6 bac
trong bang 0), va y duoc goi 1a dinh thu néu d*(y) = 0. mang luéi N := N(x, y) 1a mot dd
thi c6 hudng véi dinh phat x va dinh thu y, cing véi mdt ham sé ¢ xac dinh trén tap hop
cung cla db thi. Cac dinh khic x va y duoc goi |a dinh trung gian, va thuong dugc ki hiéu
bai | (viét tat cla intermediate vertices). Ham sb ¢ dudc goi |a ham ning sult cla N va véi
m&i cung a thi gid tri c(a) dugc goi 1a nang suit (hay kha nang théng qua) cla a.

CAu tric cla mang luéi trong ly thuyét dé thi cé nhiéu nét tuong dong véi moé hinh van
chuyén hang héa trong cudc sdng, trong dé x tuong trung cho nha san xuat, y 13 thi trudng
tiéu dung va ham c thé hién ndng suat van chuyén.

4.3. Lubng
Cho f 1a mét ham sb xdc dinh trén tap hop cung A cta mang luéi N. Véi mdi S C A, ta ki
hiéu téng > f(a) boi f(S). Ngoai ra, véi mbi tap hop dinh X C V, ta dat

aEes

FH(X) = F(0T(X)) va f(X) :=f(0~ (X))

Mot luéng-(x, y) (hay goi tit la ludng) trong N |2 modt ham sé thuc khong am f xac dinh
trén A thda man:

(1) fH(v)=Ff(v)Vvel
(2) 0<f(a)<c(a)VacA
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Ta c6 thé hiéu gia tri f(a) 1a dung lugng clia ludng qua cung a, va dang thiic & 1. néi rang
dung luong ludng vao mét dinh trung gian phai bang dung luong ludng ra khdi dinh dé. Ngoai
ra, mot diéu kién quan trong nira la dung luong ludng qua mdt cung khdng thé vudt qua nang
suat cta cung dé (diéu kién 2.).

M&i mang ludi déu ton tai it nhat mét ludng, vi du ludng f xac dinh bai f(a) := 0 v6i moi a.
Hinh sau day mé td mét luéng khdng tam thudng, trong dé dung luong cla ludng qua mbi
cung dugc té6 dam bén canh niang suit cla cung do.

Néu X Ia tap hop mot sb dinh cia N va f 1a mot ludng trén N, thi ta goi FH(X) — Ff~(X)
la dung luong luéng ra khoi X va f=(X) — fT(X) la dung luong ludng di vao X. Khéng kho
dé thiy rang, véi moi lubng-(x, y), dung lugng ludng ra khdi x bang dung lugng ludng di vao
y. Ta goi gia tri clia fT(x) — f~(x) (hay f~(y) — f*(y)) | tdng ludng tir x téi y (hay don
gian 13 téng ludng), va dudc ki hiéu 13 val(f) (viét tit cla value).

Ta c6 ménh dé quan trong sau day thé hién mdi quan hé gilra tdng lubng va mot tap dinh X
bat ki.

MENH DE 3.1
V6i moi ludng f trong mang lusi N(x,y) va bat Ki tap dinh X CV sao cho x € X va
yeV\ X, tacéd

val(f) = f7(X) — F(X)

Ludng f duoc goi la ludng cuc dai néu nhu khong ton tai mot ludng nao khac cé téng ludng
[6n hon.

4.4. Lat cat

Mot lat cat trong mang lusi N(x, y) 1a mot 1at cit ngoai 8T (X) saochox € X vay € V \ X.
Ning sult cla mot lat cdt K := 07 (X) la téng ning suat cla cdc cung thudc K, va duoc ki
hiéu bdi cap(K). Trong hinh dudi day, cac duong in dam bi€u dién mot 14t cit 87 (X), trong
dé X la cac dinh dugc t6 dam. Ning suit cla 4t cit trong hinh 1a 3+7+1+5=16.
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5 3

V6i mbi cung a, ta goi a la réng néu f(a) = 0, duong néu f(a) > 0, bdo hoa néu f(a) = c(a)
va chua bdo hoa néu f(a) < c(a). Dinh ly sau day cho ta mét quan hé hét siic quan trong
gifta tdng ludng va ning sudt cla mot lat cat bat ki.

DINH Li 3.2
Cho ludng f va moét It cat bat ki K := 87 (X) trong mang lusi N. Khi dé:

val(f) < cap(K)

Ddng thic x3y ra khi va chi khi tat ca cic cung trong K 1a bao hoa, va tit ca céc cung
trong 0~ (X) la rong.

L4t cit K duoc goi la lat cat cuc tiéu néu nhu khong ton tai mot 1at cit nao khac trong N
c6 nang suat nho hon.

HE QUA 3.3
Cho f la mot ludng va K 1a mét Iat cit trong N. Néu val(f) = cap(K) thi f la mot ludng
cuc dai va K |a mdt Iat cit cuc tiéu.

4.5. Dinh If Luéng cuc dai-Lat cat cuc tiéu
Cho f 1a mét ludng trong N(x,y) va mét dusng di P bat Ki trong N xuat phat tir x (duong
di nay khoéng nhat thiét phai 1 dudng di c6 huéng). V6i mbi canh w;u; 1 trong P tuong Ung
véi cung a trong N, ta goi a la cung thudn néu a di tir u; téi ujr1, va a la cung nghich néu
ngugc lai. Ta gan cho P mot gia tri €(P) dinh nghia nhu sau:
e(P) :=min{e(a) : a € A(P)}
trong dé
{ c(a) — f(a)  néu ala cung thuan
e(a) = )
f(a) néu a la cung nghich
Y nghia ctia dai lugng €(P) nay |3 gi? Day chinh 13 gia tri I6n nhat ma ta cé thé ting vao
dung luong luéng qua P ma khdéng lam anh hudng dén hai diéu kién co ban cla ludng. Dudng
di P dugc goi la bao hoa néu ¢(P) = 0 va chua bao hoa néu ¢(P) > 0 (ndi cach khdc, tat
ca cung thuan cta P déu chua b3o hoa va tat ca cung nghich déu duong). N6éi mét cach don
gian, moét dudng di chua bdo hoa thi chua duoc sir dung hét niang suat. Pubng di tang I3
mdt dudng di chua bdo hoa tir x téi y. Trong vi du sau day, dudng di P := xviwov3y la mot
duong tang. Cac cung thuan cta P la xv; va w3y, va €(P) = min{5,2,5,4} = 2.
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Vi 23 Ui 22 Us

Dudng di tang trong mét mang ludi cé vai trd rat quan trong vi né cho ta biét lieu f cé phai
Ia mot ludng cuc dai hay khéng. Bang cach ting thém e(P) vao ludng di qua P, ta c6 thé
thu duoc mét ludng méi /' véi téng ludng 16n hon. Cu thé, xac dinh f/ nhu sau
f(a)+€(P) néu a la cung thuan
f'(a) ;=< f(a) —€e(P)  néu ala cung nghich

f(a) néu a khong thudc P
Ta c6 ménh dé sau day.

MENH DE 3.4

Cho f la mét ludng trong mang ludi N. Néu tén tai moét duong di tdng P, khi dé f

khong phai la ludng cuc dai. Cu thé, ludng f’ xac dinh nhu trén cé téng ludng val(f’) =
val(f) + €(P) > val(f).

Trong doé thi minh hoa & trén, sau khi bién déi ludng f thanh luéng f’ thi mang ludi thu duoc
sé la:

(5] 2 3 -;U,j 22 g Vs

Diéu gi sé xay ra néu nhu trong mang ludi khéong c6 dusng di tang? Ménh dé sau day sé giai
quyét van dé nay.

MENH DE 3.5

Cho f 1a mét ludng trong mang ludi N(x,y). Giad st khéng ton tai dudng di tdng trong
N. Goi X la tap hop cac dinh téi duoc ti x bdi mét ducng di chua bdo hoa, va dat
K := 07 (X). Khi dé f 1a ludng cuc dai va K la lat cat cuc tiéu.

Hé qua quan trong clia ménh dé 3.4 va ménh dé 3.5 Ia dinh Ii sau day, duoc phat hién déc lap
boi Elias et al. (1956) va Ford-Fulkerson (1956).
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PINH Li LUONG CUC DAI-LAT CAT CUC TIEU
Trong moét mang luéi bat ki, téng ludng clia ludng cuc dai bang véi ndng suat clia lat cat
cuc tiéu.

5. Bai toan tim cap ghép I6n nhat
5.1. Thuat toan Ford-Fulkerson
Dinh li sau day la hé qua truc tiép tr ménh dé 3.4 va ménh dé 3.5.

DINH Li 3.6
Trong mang ludi, mot ludng |a cuc dai néu va chi néu khéng ton tai dudng di tdng lng
vGi ludng dé.

Dinh Ii nay 13 tién dé cho thuat toan tim luéng cuc dai trong mdt mang ludi. Bat dau véi mot
ludng f bat ki cho trudc, chang han luéng 0, ta tim mét dudng di ting bang mot thuat toan
tim cdy. Mét cdy c6 gbc x T duoc goi la cdy chua bao hdoa néu nhu véi moi v € T, dudng di
xTv 1a chua bdo hoa (dudng di vd huéng). Sau day la vi du vé mét cay chua bio hoa (céc
canh dugc té dam).

3

L L

U1 2 3 V4 22 U5

Bat dau thuat toan, cay T chi bao gdm duy nhat mét dinh x. Tai m&i budc, cé hai cach ta
c6 thé mé rong cay nay. Néu ton tai mdt cung chua bdo hoa a trong 81 (X), véi X = V(T),
thi ta thém ca a va dinh cudi clia a vao T (dinh dau cla a da thuéc T vi a € 87(X). Tuong
tu, néu c6 mét cung duong a trong &~ (X) thi ta ciing thém cd a va dinh cubi cia a vao T.
Dén cubi qud trinh, néu T dén dugc y (y thudc T) thi xTy 1a mot dudng di ting, va ta thay
f béi f’ xac dinh nhu trén. Néu qua trinh ding lai ma T khéng dén duoc y, thi T 1a mét cay
chua bdo hoa cuc dai, va mdi cung trong 87(X) déu la cung bao hoa, ciing nhu mdi cung
trong 8~ (X) la cung réng (chi y ta van dung X dé chi tap dinh V(T) cla T). Dén day ta cé
thé két luan tur dinh 1 3.2 rang f 13 ludng cuc dai va 8+ (X) la Iat cat cuc tiéu.

THUAT TOAN FORD-FULKERSON
input: mang luéi N := N(x, y) va luéng f trong N.
output: ludng f cuc dai va lat cat 87 (X) cuc tiéu trong N.
(1) cho X :=={x},p(v) =0,veV
(2) while cé mét cung chua bao hoa a := uv hodc mét cung duong a := uv véi u € X
vaveV\Xdo
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(3) X :=XU{v}

(4) p

(5) end wh|Ie

(6) if y € X then

(7) tinh e(P) := min{e(a) : a € A(P)}, trong d6 P la dudng di xy trong cdy vira tim &
trén véi ham predecessor p

(8) v6i mbi cung thuan a clta P, f(a) := f(a) + €(P)
(9) v6i mdi cung nghich a cta P, f(a) := f(a) — e(P)
(10

(11) end if
(12) return(f, 8" (X))

)
)
) tré lai 1
)
)

(a) ludng f, (b) cay chua bio hoa, (c) duong di tang, (d) dudng di sau khi thay déi, (e) cay
chua bio hoa cuc dai khong chia y, (f) 1at cdt cuc tiéu

LUU Y: Néu tit ca gia tri clia ning suat déu nguyén hodc hiiu ti thi thuat todn sé dimg sao
hitu han budc. Tuy nhién, diéu dé chua chic ding néu cé nang suit nhan gia tri vo ti.
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5.2. Bai todn tim cap ghép Idn nhat

N3m 2015, c6 2500 hoc sinh trén toan thé gidi dugc nhan vao trusng Dai hoc Chicago (The
University of Chicago). Trudng cé téng cdng 9 ki tic xa, va mdi hoc sinh dugc dang ki véi
trudng ki tlic xa ma minh mudn 6. Bang sau day cho ta biét luong hoc sinh tbi da ma méi ki
tlic xa cé thé chita. Hay tim mot céch sip xép sao cho cé nhiéu hoc sinh dugc vao ki tlc xa
minh dang ki nhat cé thé.

Blackstone 120
Broadview 145
International House 500
Max Palevsky 200

Snell - Hitchcock 175
Burton - Judson 210
Stony Island 280

Renee Granville - Grossman 270
Campus North 600

Mot cach tu nhién, ta sé nghi dén mo hinh dé thi bao gdém cdc dinh biéu dién hoc sinh va ki
tlc xa, va canh nbi hoc sinh x véi ki tic xa y néu va chi néu x chon y Iam noi minh mudn &.
Tuy nhién, mé hinh nay van 13 mot dd thi vo hudng, va dé tim cdch s3p xép hoc sinh-ki ttic
xa tbi uu la tuong dbi phtic tap. Ta sé chuyén mé hinh nay thanh mét mang ludi nhu sau:

o Thém dinh phat s va dinh thu t.

o Nbi s dén tit ca cdc dinh biéu dién hoc sinh sao cho s |a dinh dau, ddng thoi tat ca cac
cung sx, vGi x la hoc sinh bat ki, cé nang suit 1.

o Nbi t dén tit ca cac dinh biéu dién ki tic xa sao cho t la dinh cubi, déng thoi tit ca cac
cung yt, véi y 1a ki tic xa bat ki, cé nang suat 1.

o Véi mbi hoc sinh x chon ki tic x4 y, ta cho x la dinh dau va y |a dinh cudi, ddng thoi
cung xy c6 nang suat 1.

students dorms

Bang cach dua vé mé hinh nay, ta da dua bai todn ban dau vé bai toan tim ludng 16n nhat
ctia mang lusi N(s,t) nhu trén (tai sao?), va hoan toan cé thé gidi duoc bang thuat todn
Ford-Fulkerson.

Bai toan trén 13 vi du dién hinh clia mdt ing dung quan trong clia mang luéi: tim cip ghép
I6n nhat trong do thi hai phe. Vay cap ghép la gi?
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Cap ghép M trong do thi |a mot tap hop cdc canh déi moét khong ké nhau (khéng cé dinh
chung). Véi mdi canh e thuéc M, ta néi e dugc ghép bsi M, va v6i moi dinh v lién thudc véi
mot trong cac canh ctia M, ta néi v duoc phi bsi M.

Cap ghép hoan hdo 13 ciap ghép phi hét tat ca cac dinh. N6i cach khac, mbi dinh cla db thi
thudc ding mét canh trong cap ghép hoan hao.

Cap ghép 16n nhat |3 cip ghép chia nhiéu canh nhat cé thé. Cap ghép tbéi da M 13 cdp
ghép ma néu ta thém mdt canh chua thudc M vao M thi tap hop canh thu dugc khéng con
la mot cap ghép. R6 rang mot ciap ghép 16n nhat thi téi da, nhung diéu nguoc lai chua chic
dung. Vi du say day ching té diéu nay.

Hién nhién, néu ton tai mot cip ghép hoan hao thi né ciing la cdp ghép I16n nhat (nhu hinh
bén trdi cta vi du trén).
Tu nhing dinh nghia trén, ta c6 thé tdng quat hda bai todn hoc sinh-ki tic x4 trén thanh
bai todn tim cdp ghép 16n nhat trong moét do thi hai phe G[X, Y]. Cach lam ciing hoan toan
tuong tu, ta cé thé thém vao dinh phat va dinh thu rdi chuyén dé thi vo hudng thanh db thi
cé hudng véi cdc canh cé nang suat 1.
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