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1. Vidu mé dau

Ciing nhu bat phuong trinh dbi vé6i phuong trinh, khai niém quy hoach tuyén tinh 13 mé réng
cla khai niém hé phuong trinh tuyén tinh. o) day, nghiém clia hé phucong trinh tuong ting véi
khai niém mién rang budc trong quy hoach tuyén tinh. Muc tiéu clia mot bai todn quy hoach
tuyén tinh 13 tim moét nghiém trong mién rang budéc dé dé mot ham tuyén tinh dat cuc tri tai
nghiém do.

Quy hoach tuyén tinh tuy 13 moét khai niém chi c6 mat 6 bac Dai hoc, nhiing nén tang cé ban
lai kha dé& hiéu v6i kién thiic bac trung hoc phé théng. Céng véi khad niang ap dung da dang
cho rat nhiéu I6p bai todn tbi uu, quy hoach tuyén tinh dugc xem nhu mdt khai niém nén tang
trong Todan (ng dung. Sau dau sé la mét vi du quen thudc.

Vi du 1.1. (PiMA Math Research Camp 2016 Application Round) Céng ty PIMA can tao
ra moét bita dn dat chudn tir thit ga va thit bo, ddm bdo cung cap day du cdc dudng chat:
protein, canxi va sat, véi chi phi nguyén liéu thap nhat cé thé. Cac nha khoa hoc cia PIMA
nghién ciiu va phat hién ra: Mot bita n dat chuan can it nhat 200g protein, 50g canxi va 30g
sat.

Méi kg thit ga cung cip 20g protein, 7g canxi va 5g sat.

Méi kg thit bo cung cap 259 protein, 5g canxi va 10g sat.

Thit ga cé gia 10 dong/kg, thit bo c6 gid 15 doéng/kg.

Hay tim cdch dé tao duoc biia an dat chuan vdi gid thanh nhd nhat cd thé.

M6 hinh. Goi x va y lan luct |3 luong thit ga va thit bd trong mét bita an tinh bang kg.

Ta coé:

Toéng sb protein trong mot bita an: 20x + 25y.

Toéng sb canxi trong mot bita an: 7x + 5y.

Téng s6 sat trong mot bira &n: 5x + 10y.

Téng gia tién cla mot bira &n: 10x + 15y.

Theo dé bai x va y phai théa man:

20x + 25y > 200
X+ by > 50
5x+ 10y >30

Ta can tim x va y dé 10x + 15y I6n nhit.



2. Khai niém

2.1.  Quy hoach tuyén tinh thuc

Dinh nghia 2.1. M6t ham tuyén tinh cla n bién xq, .. ., Xn 12 ham c6 dang: f(x1, xa, . . ., Xp) =
a1X1 + axxo + ... + apxy, trong d6 a1, a, . .. an 12 nhiing hang sb thuc.

Dinh nghia 2.2. M6t phuong trinh /b4t phuong trinh tuyén tinh cia n an 1a phuong trinh/bat
phuong trinh c6 dang: f(x1, %, ..., Xn) < g(x1, %2, ..., Xp), trong dé f va g la nhiing ham

tuyén tinh n bién.

Dinh nghia 2.3. M6t bai toan quy hoach tuyén tinh 1a mot bai toan tbi uu héa c6 dang nhu

sau:
Tim gia tri 16n nhat/nhd nhat cta ham f(x, ..., Xp), trong d6 f 1a mét ham tuyén tinh n
bién va cac bién x1, xo, . . ., X, phai théa man moét sé phuong trinh/hé phuong trinh cho trudc.

M6t bai todn quy hoach tuyén tinh & dang chuan bao gém nhiing phan sau:
(a) Cac an sb khong am (decision variables): x;, xo, . . ., Xp > 0.
(b) Cac phuong trinh diéu kién (constraints):

a11X1 + aoXo + ... + a1nXn = bl
ap1X1 + axXo + ... + apXp = b2
amiX1 + ameXo + ... + amnXn = bm
Trong dé a1, a1, . . ., An ., amp Va by, by, ..., bm (n > m) 13 nhiing hang sb thuc va b; >

0 Vi.
(c) Ham tuyén tinh can duogc t6i da héa (ham muc tiéu - objective function)

f(Xl, X2, ..., Xn) = C1X] + CXo + ...+ ChXn

Véi ¢y, co, ..., ¢, 12 nhiing hang sb thuc.

Vi du 2.4. Tim gid tri I6n nhat ctia 2x + 1.5y + 4z vdi diéu kién:

X, y,z >0
x+2y—3z <3
4x —y+05z <1
25x+3y+2z <10

Luu y. (Dang ma tran ctia bai toan quy hoach tuyén tinh) Mot bai todn quy hoach tuyén
tinh c6 thé duoc phat biéu dudi dang ma tran nhu sau:
1. Vector ansb: x = (x1 Xo ... x5)7, x; >0 Vi
2. Diéu kién: Ax < b
3. Tim gia tri 16n nhat cta ham: F(x) = ¢ x

Duéi day la dang ma trén cla vi du 1.1:
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Vi du 2.5. Tim gid tri I6n nhat cia: f(x) = (2 1.5 4)"x vdi diéu kién:

x>0
1 2 -3
4 -1 05|x< |1
25 3 2 10

2.2. Bién thé: Quy hoach tuyén tinh nguyén

M6t bai todn quy hoach tuyén tinh nguyén la mot bai toan quy hoach tuyén tinh cé thém diéu
kién cdc an la s6 nguyén. (Luu y: cac hang sb van la sb thuc).

Nhiing bai todn trong dé cac an sb6 can tim biéu thi s6 luong cua nhiing vat thé dém duoc
(ngudi, nha, xe) thudng dugc mé hinh bang quy hoach tuyén tinh nguyén. Ngoai ra, nhiing an
sb biéu thi mét quyét dinh c6 hodc khoéng ciing c6 thé duoc mé hinh bang mét an sé nguyén
chi nhan gid tri 0 va 1.

Vi tinh chat roi rac cla cdc s6 nguyén ma trong nhiéu trudong hop, gidi thuat cla bai toan
quy hoach tuyén tinh thuc khéng thé ap dung duoc cho an s6 nguyén. Tuy nhién, ciing vi Ii
do dé ma bai toan quy hoach tuyén tinh nguyén cé nhiing giai thuat dic biét khéng thé ap
dung dudc cho trudng hop an thuc.

Vi du 2.6. (PiMA Math Research Camp 2016 Interview Round) Mot tén cudp dang ¢
moét tiém da quy. Tiém da quy co 3 loai: kim cuong, pha Ié va ngoc trai vdi trong luong va
gid tri khac nhau. Mé&i vién kim cuong co gid 12 triéu va nang 5kg, méi vién ngoc trai ¢ gid
8 triéu va nang 4kg, mdi vién ngoc trai cé gia 6 triéu va nang 3kg. Trong tiém cd téng céng
2 vién kim cuong, 5 vién pha 1€ va 4 vién ngoc trai. Tén cudp chi mang duoc tbi da 20kg. Hay
tim cdch dé tén cudp kiém duoc nhiéu tién nhét.

M hinh. Goi x, y, z 1an luct |a sb vién kim cuong, pha & va ngoc trai tén cudp lay, vay x, v, z
Ia nhiing s6 nguyén khéng am. Ngoai ra, ta co:

X <2
y <5
z <4

5x+4+4y+3z <20

Ta can tim sb tién 16n nhat tén cudp mang duodc, tic |a tim gid tri 16n nhat cla biéu thic sau:

F(x,y,z) =12x+8y + 6z (1)
Vay la ta da tim dugc mo hinh thich hop cho bai toan trén.
3. So lugc vé cach giai
3.1. Quy hoach tuyén tinh thuc
3.1.1.  Trudng hop 2 an: phuong phap do thi. Phuong phdp doé thi (graphic method) thudng
duoc 4p dung cho bai todn quy hoach tuyén tinh 2 an. Phuong phap nay st dung tinh chat

sau clia hé truc toa dé Oxy: Mién nghiém clia bat phuong trinh tuyén tinh ax + by < c la
mot trong hai nlta mat phang tao ra bdi dudng thang ax + by = c.
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St dung tinh chat nay, ta cé thé xdc dinh mién nghiém chung cla toan bd nhiing bat phuong
trinh diéu kién trong bai todn (goi Ia mién rang budc). Mién nay sé c6 hinh mét da giac 16i
néu bi chdn, khi dé ham muc tiéu chic chin dat ducc gid tri I6n nhat tai mot trong cdc dinh
clia da giac nay. Khi dé, ching ta cé thé so sanh gid tri cla ham muc tiéu tai cdc dinh cla
da gidc dé€ tim vi tri dat gid tri I6n nhat.
Ching ta sé khéng di sdu vao chiing minh nhiing tinh chat trén ma sé tim hiéu ting dung cla
phuong phap dé thi qua nhiing vi du sau.
Vi du 3.1. Trung mé mét quan tra siia va moi Hung dén ubng ing hé. Trung mudn lam mot
ly tra sita that ngon dé tiép dai ban. Trung biét rang: Hung thich ubng tra sita vdi luong siia
it nhat gap rudi luong tra, trong luong ly phdi khéng qud 500g va cd it nhat 100g tra trong
do.
Gid 100g tra 13 20.000 déng va 100g sira 1a 25.000 déng. HSi Trung phdi lam thé nao dé pha
duoc ly tra siia theo y Hung va tén it chi phi nhat?
M6 hinh. Goi x va y la luong tra va sita Trung can dung tinh theo 100g. Céc diéu kién trong
dé bai duoc viét lai nhu sau:

X,y > 0

15x—y < 0
x+y< 5
x > 100
Ham muc tiéu can dat gid tri nhd nhat: f(x, y) = 20000x + 25000y .

Loi gidi. Dua vao nhiing bat phuong trinh trén mdé hinh, ta tim duoc mién rang budc, cé
dang mét tam gidc nhu trong hinh 1. Tiép theo, chi can so sanh gia tri cia ham muc tiéu tai

o ' 2 3

Hinh 1: D& thi biéu dién mién nghiém trong vi du 3.1

3 dinh clia tam giac nay. Sau khi so sanh, ta két luan f(x,y) = 20000x + 25000y dat gia tri
nhé nhat khi (x,y) = (1,1.5).
Do dé Trung sé tiét kiém dugc chi phi nhat véi 1-100 = 100g tra va 1.5 - 100 = 150qg siia.

3.1.2. Phuong phap don hinh. Day la phuong phdp téng quat cla phuong phap do thi &
trén, dung cho truong hop n an. Phuong phap nay ap dung 2 nguyén ly co ban:
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Dinh ly 3.2. Néu mét bai todn quy hoach tuyén tinh c¢6 nghiém téi uu thi né ciing cé nghiém
t&i uu nam trén mot dinh cla mién rang budc.

Dinh ly 3.3. Néu mét nghiém cla bai todn 1a cuc tri dia phuong cla ham muc tiéu thi né
cling 1a mét cuc tri tuyét doi, nghia 1a moét nghiém toi uu.

Y tudng chung cta phuong phap don hinh 1a bit dau tir mét nghiém ban dau, néu né chua
phai tdi uu thi di theo moét canh clia mién rang budc dé téi duoc mot nghiém téi uu hon. Khi
thuat toan két thic thi nghiém tim dugc chinh 1a nghiém tbi uu.

Dé giadi mot bai toan quy hoach tuyén tinh bang phuong phdp don hinh, ta thuc hién cac buéc
sau:

Budc 0. (Dua bai toan vé dang chuan)

Ta ap dung nhiing bién déi sau:

(a) Néu co bién x; < 0 thi dit y; = —x; va thay vao bai toan.
(b) Néu cé6 bién x; > ¢ > 0 thi dit y; = x; — ¢ va thay vao bai toan.
(c) Néu c6 diéu kién dang f(xq, ..., Xxp)+C1 < g(xi,..., Xp) + Co thi chuyén vé dé dua vé

(d) Néu cé diéu kién dang h(xi, ..., xp) < C véi C > 0 thi dua thém bién s > 0 vao dé tao
thanh dang h(x, ..., Xp) +5s=C.
(e) Néu c6 diéu kién dang h(xq, ..., xp) < C v6i C < 0 thi dua thém bién t > 0 vao dé tao

thanh dang —t — h(xy, ..., xp) = —C.
(f) Néu cé bién x; khéng cé diéu kién rang budc nao (bién tu do) thi viét x; = y; — z; VGi
¥i, zi > 0 va thay vao bai toan.

Sau khi két thuc, ta duoc mét bai toan tuong duong véi bai todn ban dau va & dang chuan.
Luu y rang nhiing bién déi trén dam bdo rang sé phuong trinh khéng vugt qud sb bién.
Buéc 1. (Lap bang don hinh)

Ta cé:

Ham muc tiéu: F(X) = ax1 + Gxo + ... + ChXp.

C4c phuong trinh rang bubdc:

411Xy + aioXo + ... + ainXn = bl
An1X1 + axXo + ... + dopXp = bg
aAm1X1 + ameXo + ...+ ampXp = bm

Ta 1ap bang don hinh nhu sau:

1 —aq —o ... —¢c 0
0 aii dip C din b1
0 an ann C don by
0 am1 am2 cee dmn bn

Dung bién déi Gauss, ta ¢ thé dua bang trén vé dang chuan:
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1l ¢ - ... —¢m —Cmy1 ... —C | O ‘
0 1 0 . 0 31(m+1) A din b]_
0 0 1 L 0 32(m+1) Ce dop b2
0 0 0 S 1 am(m+1) --- dmn bn

O dang nay, cic bién tuong ting véi cic cot clia ma tran don vi duoc goi la bién co ban,
cac bién con lai la bién tu do. D& thay khi cac bién tu do bang 0 thi ta cé 1 nghiém cla mién
rang buoc: (b1, ba, .. ., b, 0, ..., 0). Day sé la nghiém xuat phét cho thuat toan.

O céc budc sau, ta chon 1 bién tu do (goi |2 bién vao) va 1 bién co ban (bién ra) dé hoan ddi
vi tri clia chiing sao cho bd nghiém mdi cé gia tri ham muc tiéu I6n hon bé ci.

Budc 2. (Chon bién vao)

Néu moi hé s —c¢; véi i > m déu khong am thi nghiém hién tai la nghiém téi uu (ham muc
tiéu dat gia tri I6n nhat).

Nguac lai, chon i > m sao cho —¢; < 0. D3t x; 1a bién vao. Cot / goi |a truc xoay.

Budc 3 (Chon bién ra)

Sau khi da chon bién vao va truc xoay, ta xem xét cdc hé sb trén truc xoay.

Néu cac hé sb nay déu khéng duong, ham muc tiéu khong bi chdn trén. Thuat toan két thc.
Ngugc lai, ta chon r sao cho b,/a,; 1a nhd nhat trong {r|a,; > 0}. x, sé 1a bién ra.

Budc 4 (Bién ddi xoay vong)

Dau tién, ta nhan hang r véi 1/a,; dé bién a,; thanh 1.

Sau d6 & hang j khac r, ta bién d6i: R; = R; — ajjR, dé bién aj;; thanh 0. Bay gid truc xoay
da tré thanh cot tha r cha ma tran don vi.

Cubi cung ta déi thi tu C, «+ C; va bién x; sé thay x, tré thanh mot bién co ban. Bang don
hinh mdi ciing thudc dang chuan. Hon niia, gid tri ctia ham muc tiéu ting lén.

Buéc 5 Quay lai budc 2.

Dinh ly 3.4. Néu bai todn quy hoach tuyén tinh c6 nghiém toi uu, thuat todn don hinh luén
két thic v6i mot trong nhiing nghiém téi uu.

Diéu nay cé thé hiéu dudc dua trén nguyén tic rang nghiém tiép theo ducc sinh ra ludn
c6 gid tri ham muc tiéu Ién hon han so véi nghiém trudc. M3t khdc, s6 nghiém duoc xét 13
hitu han (chi c6 hitu han cich chon bd céc bién co ban), do vay thuat todn sé két thic tai 1
nghiém nao dé. Theo dinh ly 3.3, nghiém nay phai 1a nghiém tbi uu.

Vi du 3.5. Tim gid tri I6n nhat ctia: F(x) = 2x + 3y + 4z biét rang:

x,y,z> 0
3x+2y+z< 10
2x+5y+3z< 15

Loi giai. Sau khi thém cdc bién bu v va v, ta duoc bang don hinh sau:

1 -2 -3 -4 0 0|0
0 3 2 1 1 0]10
0 2 5 3 0 1|15
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Bién co ban: {u, v}.
Ta chon cot 1 lam truc xoay, tic 1a x 1a bién vao. Khi d6 vi 10/3 < 15/2 nén hang 1 dugc
chon, tic 1a u sé la bién ra. Bang don hinh méi nhu sau:
1 0 -5/3 —10/3 2/3 0]20/3
01 2/3 1/3 1/3 0|10/3
0 0 11/3 7/3 -2/3 1|25/3
Bién co ban: {x, v}.
Tiép theo, chon cot 3 lam truc xoay (z la bién vao). Khi dé vi 25/7 < 10/1 nén v |a bién ra.
Bang don hinh mdi nhu sau:
1 0 257 0 -2/7 10/7 | 130/7
0 1 1/7 0 3/7 -9/7| 15/7
0 0 11/7 1 -2/7 3/7 | 25/7
Bién co ban: {x, z}.
Chon cot 4 lam truc xoay. Khi dé x I3 bién ra. Ta duoc:
1 2/3 11/3 0 0 4/7 |20
0 7/3 1/3 0 1 -3 |5
0 2/3 5/3 1 0 -3/7]|5
Bién co ban: {z, u}.
Dén day cac hé s6 6 hang 0 déu khdng am nén thuat todn két thic. Gid tri I6n nhat can tim
la 20, dat dugc tai (x,y,z,u,v) =(0,0,5,5,0) hay (x,y,z) =(0,0,5).

3.2. Baitap
Gidi nhiing bai toan sau (khong gidi han phuong phap):
3.2.1. Tim gid tri nhd nhat cla 5x + 7y biét:
x,y> 0
2x+3y> 6
3x—y< 15
—x+y< 4

2x+by < 27
3.2.2. Tim gid tri nhd nhat cla 2x + 3y + 3z biét:
X\y,z=
X+y—z2>
X+2y—3z>

S W NN O

—X+4y+5z>

4. M0 hinh cac van dé bang quy hoach tuyén tinh

Trong mét bai toan tdi uu hda, dé bai thudng yéu cau 1ap mdt k& hoach bang cach két hop
nhiéu phuong an cé san véi mot sd diéu kién rang budc. Vi du: trong mot ké hoach an udng,
nhiing phuong an sé 13 3n thit ga, thit bo va thit lon. Lugng thit mdi loai sé 1a hé sb cla
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phuong 4n tuong ting trong ké hoach dé.

Nhing diéu kién rang budc thudng |3 luong tai nguyén danh cho nhiing phuong 4n bi gidi han
hodc moét s6 phuong an khéng thé thuc hién cung lic. Mbi phuong dn ciing tiéu thu mot
luong tai nguyén nhat dinh, goi 1a chi phi ctia phuong dn d6. Chi phi clia mét ké hoach dbéi vai
mot tai nguyén sé 13 tdng chi phi clia nhiing phuong an thanh phan véi tai nguyén dé.

Mé&i phuong an mang lai mét luong loi ich nhat dinh, goi |3 gid tri cta phuong an dé. Gid tri
clia mdt ké hoach sé 1a téng gid tri cla nhiing phuong an thanh phan trong dé.

Muc tiéu cla bai toan thuong 13 tim hé s6 cho mdi phuong an sao cho gia tri clia ké hoach
lap duoc 1a cao nhét.

Dé bién mot bai todn thuc té thanh moét bai todn quy hoach tuyén tinh can thuc hién 3
buéc:

1. Xac dinh cac an s6. Nhu da dé cap & trén, mdi k& hoach 12 su két hop clia nhiing phuong
an thanh phan ma méi phuong dn c6 mot hé sb. Nhu vay, dé xdc dinh ké hoach t6i uu (ké
hoach c6 gia tri cao nhat), chi can xac dinh hé s6 ciia mdi phuong 4n thanh phan. Do dé, cac
an sb chinh 13 cdc hé sb ctia nhitng phuong an tuong tng.

2. Xac dinh cac bat phuong trinh diéu kién. Dau tién can phai xac dinh nhiing tai nguyén
duoc dé bai dua ra, sau dé tim chi phi clia mdi phuong an dbi véi tiing tai nguyén. V6i mai tai
nguyén, 1ap biéu thic tinh chi phi clia k& hoach déi véi tai nguyén dé (tuc la tinh téng chi phi
ctia nhiing phuong 4n thanh phan). Biéu thiic 1ap dugc chinh 13 vé trdi cia bat phuong trinh
diéu kién. V& phai don gian |a luong tai nguyén tbi da ma dé bai cho san.

3. Xac dinh ham muc tiéu. Can phdi xac dinh gid tri can tbi da héa ma dé bai cho,
sau do xdc dinh gia tri cla nhiing phuong dn cé thé. Lap biéu thiic cho téng gid tri k& hoach
dua vao nhiing gia tri thanh phan véi cac hé sb (chinh 1a cac an sb & budc 1). Biéu thiic nay
chinh 13 ham muc tiéu can tim.

Sau dau ching ta sé xem xét modt s6 vi du cla viéc 1ap mdt md hinh quy hoach tuyén
tinh cho nhiing bai todn khac nhau.

4.1.  Quy hoach tuyén tinh thuc

Vi du 4.1. Mot bdc néng dan cé téng céng 100 hecta dat dé trong lia va ngé. Méi hecta
lia bdn duoc 40 triéu déng va can 3 tan phan bon va 1.5 tan thubc trir sdu. Mbi hecta ngd
ban duoc 70 triéu déng va can 6 tan phan bon va 2 tan thudc trir sau.

Bdc néng dan cd téng céng 400 tan phan bon va 250 tan thubc trir sdu. HSi bac phdi lam
thé nao dé thu duoc lgi nhudn cao nhat?

M6 hinh. Trong bai todn nay, dé thiy ké hoach can tim la su két hop gita 2 phuong an: tréng
lGa va trong ngd. Vay tuong tng cé 2 an sb: x la sb hecta trong lda va y 13 sb hecta trong
ngo.

Céc diéu kién duoc dé cap la gidi han vé dién tich dat, sb phan bdn va thubce trir sau. (x,y > 0)
Chi phi vé dat cho 1 ké hoach la: x + y.

Chi phi phan bén cho 1 ké hoach la: 3x + 6y.
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Chi phi thubc trir sdu cho 1 ké hoach la: 1.5x + 2y.
Vay ta c¢6 3 phuong trinh diéu kién:

x+y <100
3x + 6y <400
1.5x 4+ 2y <250

Sau cung, loi nhuan dem lai clia 1 ké hoach la: 40x + 70y.
Vay f(x,y) = 40x + 70y la ham muc tiéu ma ta can tim gid tri I6n nhat.
Bai toan nay c6 thé gidi dugc bing phuong phap dé thi.

Vi du 4.2. (Bai toan van tai) Mot cong ty ban Ié c6 m chi nhanh, duoc danh sé tir 1 tdi m.
Luong hang & chi nhanh thi i duoc ky hiéu S;. Céng ty cé n khdch hang, duoc danh sé tir 1
toi n.

Luong hang khdch hang thia j mudn mua 1a D;. Chi phi van chuyén méi don vi hang tir chi
nhanh i tdi khach hang j 1a C;;. Hay lap ké hoach van chuyén cho céng ty sao cho méi khach
hang déu duoc thda man va chi phi van chuyén la nhé nhat.

Mé hinh. O day, mdi phuong an sé 1a mét cudc van chuyén tir chi nhanh 7 téi khach hang J.
Goi x;j la s6 hang duoc chuyén tir chi nhanh / téi khdch hang j. Nhu vay ¢ téng cdng m - n
§n 561 X11, X122, + + X1ny - - - Xmls - Xmn -

Cé 2 loai diéu kién trong bai:

1) Giéi han lugng hang trong méi chi nhanh.

Téng luong hang duoc chuyén tir chi nhanh 7 13 xi1 + Xio + ... + Xip.
Téng luong hang c6 trong chi nhanh 7 1a: S;.

Vaytacod: xip+Xxp+... +xp, <S5, Vi=1,..., n.

2) Luong hang mdi khach hang dat.

Téng luong hang khach hang j nhan duoc: X1j + Xoj + .. Xy
Téng lugng hang khach hang j dat mua: D;.

Vady taco: xij+xo+...+Xmj > D; Vj=1,..., m.

Trong bai todn nay, dai luong can tdi uu héa la chi phi van chuyén, nhung muc tiéu I3
tim gid tri nho nhat cha khong phai I6n nhat. Tuy nhién, dai luong T dat gia tri nhé nhit ciing
cé nghia |3 dai luong —T 16n nhat. Ta dat gid tri cla phuong an van chuyén tir chi nhdnh i
t6i khach hang j 1a —C;j. Khi dé6 ham muc tiéu can tbi da héa la:

F(X11,X12 ..... an) = —Cuxi1 — Cioxiz — ... — CnnXmn

Vi du 4.3. (Xép lich san xult) Coéng ty Triple H (dat tén theo 3 nha sang Iap: Hai, Hung
va Hoang) san xudt nhua tdi ché tir nhua phé liéu. Céng ty str dung 2 loai nguyén liéu chinh
la chai nhua cii va bao ni I6ng dé san xuat. Chai nhua réng can 2 gié dé ndu chdy va méi tan
cho ra 0.8 tan nhua tir 0.5 tan chat xic tdc. Bao ni 1éng can 1 gio dé ndu chdy va cho ra 0.3
tan nhua tir 0.1 tan chat xic tdc. Mbi ngay céng ty thu thap duoc 8 tan chai nhua va 5 tan
bao ni léng. Céng ty can san xudt ra it nhat 6 tan nhua mdi ngay. D& dam bdo an toan vé
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dién, khéng duoc dua qua 4 tan nguyén liéu vao 1o tai bat ki lic ndo. Hay tim gidi phap san
xudt téi uu cho céng ty.

M6 hinh. Gidi phap tbi uu cla céng ty sé 1a gidm tdi da luong chat xdc tic st dung. Goi
x; va y; lan luot 13 luong chai nhua va bao ni 16ng duoc dua vao niu chdy tu tiéng thd i
(i=1,2,..., 24). Ta lan lugt c6 céc phuong trinh sau:

o Gidi han nguyén liéu:
X1+ Xo+ ...+ X4 <8
tya+...+y2u<5H
o Giéi han cla 15 dbt:
Xi+xi1+yi<4i=1,2,..., 24 (Xem xg = Xo4)
o Tiéu chuan nhua hang ngay:
08(x1+x+...+x4)+0301+Yo+...+y4)>6

Ham muc tiéu can tbi thiéu hoa:
F(xi, xa, ..., X4, Y1, -+ s yo4) = 0.5(x1 + X0+ ... 4+ x04) +0.1(y1 + Yo + ... + yo4)

4.2, Quy hoach tuyén tinh nguyén

Vi du 4.4. (Chia keo) Trong tii me c6 3 loai keo: 4 vién keo me, 3 vién keo bac ha va 6 vién
keo sita. Me muédn chia keo cho Trung va Lién sao cho téng muc dé hai long cda hai con 1a
nhiéu nhat. Biét rang miic dé thich cla Trung vdi keo me, bac ha va sita 1an luot 1a a1, as, as
va Lién tuong tng la by, bo, bs. Hay tim cach gitp me chia keo.

M6 hinh. Goi x1, X2, x3 1an luot 13 sb keo me, bac ha va siia Trung duoc nhan va y1, y», y3 la
tuong Ung cuta Lién. Khi dé x;,y; € Z>g v6i i = 1,2,3. Ta cé cac diéu kién sau:

x1+y < 4
Xo+y <3
x3+ys <60

Ham muc tiéu can dat gia tri 16n nhat:
F(x1, %2, X3, Y1, Y2, ¥3) = a1X1 + axXxo + asxz + biy1 + boyo + bsys

Vi du 4.5. (Cap ghép 16n nhat) Mot dich vu tim ban doi té chiic mét budi gap gé cho m
chang trai va n c6 gdi doéc than. Mic do tinh cam gilia chang trai i va c6 gdi j 1a Ljj (cé thé
xem la muc dé hanh phic khi ca hai é bén nhau) (i=1,2,..., mvaj=12..., n). Hay tim
cach ghép cap méi chang trai véi khong qua mét cé gai va mbi cbé gai vdi khéng qua mot
chang trai sao cho téng muic dé hanh phtc la nhiéu nhat.

Mé hinh. Trong bai todn nay, moét ké hoach ghép cap sé bao gdm m - n quyét dinh: ghép
hodc khong ghép chang trai / va co gai j. M&i quyét dinh sé dugc biéu thi bang mot an sb
nguyén x;; nhan 2 gid tri 0 hodc 1. Ta ¢6 x;; = 1 khi 2 ngudi dudc ghép véi nhau va x;; =0
néu nguoc lai.
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Diéu kién dau tién do vay sé la:
0<x;<1 VijJ
Tiép theo, do mdi chang trai chi dugc ghép vé6i khéng qud mét cd gai:
X1 +Xo+...+xp,<1 Vi=1,..., m

Luu y bat phuong trinh trén cé nghia 13 trong cac an xii, X, . . ., Xin chi ¢ khéng qua mot
bién nhan gia tri 1, tic 1a cé téi da mdt cap ghép chia chang trai /. Tuong tu véi mdi co gai
J:

Xij+xoj+ ...+ xp <1 Vj=1,..., n

Cubi cung, ham muc tiéu sé 13 tdng mdc dé hanh phtc cta nhiing cip dugc ghép véi nhau.
Luu y rang véi cap i, j khong dudc ghép véi nhau, x;; = 0 nén khong lam thay déi gia tri cla
téng:

F(xi1, x12, .- ., Xmn) = L11x11 + LioXio + ...+ LmnXmn

Vi du 4.6. Truong tiéu hoc PIMA cé 600 hoc sinh va 3 phong mdy tinh, mdi phong cé stic
chita 40 hoc sinh. Mé&i gio hoc Tin hoc kéo dai 2 tiéng lién tiép va dién ra vao budi sang (7
gio - 11 gio). Chi phi hoat déng méi tiéng clia mét phong mdy 1a 1 triéu déng. Hay sap xép
gio hoc Tin hoc sao cho méi hoc sinh duoc hoc Tin hoc ding 1 l1an méi tuan va giam téi da
chi phi phong may.

M6 hinh. M6t gio Tin hoc ¢ thé bit dau vao 7,8 hodc 9 gid sang. Mdt tudn hoc cé 5 ngay,
do dé c6 tong cong 3 - 5 = 15 gio hoc tdi da. Goi s;; 1a sb hoc sinh hoc vao gis hoc thir / trong
ngay tha j (ddnh sb cac gio hoc theo thi tu thoi gian: i =7,8,9, j =2,3,4,5,6). Trong mdi
ngay J, s6 hoc sinh hoc Tin méi gid nhu sau:

Tu 7-8 gio: s7; hoc sinh.

Tu 8-9 qio: s7; + sg; hoc sinh.
Tu 9-10 gio: sg; + So; hoc sinh.
Tu 10-11 gio: sg; hoc sinh.

o O O

o}

Bay gid, goi s6 phong mdy can dung trong khoang i — (i + 1) gio la u;;, ta co:

(¢]

S7j = 4OU7J‘ — V7j.

S7j + Sgj = 4OU8J' — Vgj.
Sgj + Sgj = 4OU91' — Vy,.
(e} ng = 40U10j — Vle-

o

e}

Trong d6 0 < v;; < 39 Vi. Tu do suy ra:

o

S7j = 4OU7J‘ — V7j.

Sgj = 4OLI8J‘ — Vgj — 40U7J' + V7;-
Sgj = 40U9j — Wy — 40U10j + Vig;-
Sgj = 4OU1()J' — Vig;-

e}

o

(¢]
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Vay cdc an clia bai toan chinh la Sij, Ujj va v;jj. Ta c6 cac phuong trinh rang budc sau:

0 < uyj, ug;, Ugj, U1g; < 3

0 < vy, vgj, o), vig; < 39

S7J‘ = 40U7j — V7J'

sgj = 40ugj — vgj — 40u7; + vy;
ng = 40LI9J — ng — 40U10j + Vle s J = 2, 3, 4, 5, 0.

Soj = 40u10j — Vagj

0 < s7;, Sgj: So;

6
(S7j + sgj + ng) = 600
Jj=2

Ham muc tiéu can dugc téi thiéu héa la:

F(uro, ugp, ..., Uoe) = Uz + Ugo + ...+ U1gs

4.3. Bai tap
Lap m6 hinh cho cac bai toan sau:

4.3.1. Mot cdng ty duoc phdm pha ché moét loai thubc khdng sinh méi tir n loai thanh phan.
1g thanh phan i c6 d& manh v;, gid thanh ¢; va gay ra tac dung phu cé mtc dé p;. D€ ducc
tiéu thu trén thi trudng, mot vién thuéc 10g phai cé dé manh it nhat 1a V va gay tic dung
phu khéng qua mdc dé P. Hay tim cach pha ché duoc vién thubc dat chudn va cé gid thanh
thap nhat.

4.3.2. Trudc tran chung két gidi vo dich Dota 2 thé gidi, mot nha cai udc tinh xac suat xay
cho tiing ti s6 va dua ra ti & cuoc cho tiing ti s6. M&i ti 1é cuoc cé dang “1 an x” véi x l1a sb
thuc duong. Hay tim cach dé nha cai c6 thé thu duoc nhiéu tién nhat tir ngusi dat cuoc.

4.3.3. Tén trum budn lau ma tdy Donald Trung mudn van chuyén 5 tin hang tu North
Carolina, My vé TP.HCM trong vong 3 ngay trudc khi FBI phat hién. Cé 3 dudng bay tu My
dén TP.HCM: théong qua Frankfurt (Ddc), Narita (Nhat) va Singapore. Gid vé may bay va
thai gian bay & mdi dudng nhu sau:

Duotng bay Frankfurt | Narita | Singapore
Gia vé (USD) 1000 1200 1400
Thoi gian (gio) 24 20 16

Dé& dam bao an toan, & mbi dudng bay, Trung chi bat dau chuyén van chuyén tiép theo khi
chuyén bay trudc da ha canh. Ngoai ra, mbi ngay khéng duoc van chuyén qua 2 tAn ma tdy.
Hay tim cach dé Trung chuyén hang thanh céng véi chi phi tbi thiéu.

4.3.4. Mot cong ty st dung m loai tai nguyén dé san xuit ra n loai sdn pham, mdi loai san
pham tiéu tébn modt luong nhat dinh thudc méi loai tai nguyén. Biét s6 luong mbi loai tai
nguyén cé han, hay 1ap ké hoach san xuat cho céng ty dé dat loi nhuan cao nhét.

4.3.5. C6 n Ung vién dén xin viéc tai mot cong ty. Ung vién 7 c6 trinh do v; va doi hdéi miuc
luong w;. Céng ty mudn tuyén mot nhém 1am viéc cho mét du dn sao cho téng trinh dé trong
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nhom phai it nhat 13 V. Hay 1ap danh sich cdc thanh vién trong nhém du trén cic ting vién
xin viéc sao cho téng muc luong 1a nhé nhét.
4.3.6. (Xép lich gieo trong) Khang 1a mot néng dan lam thué cho Hung, mét dia chi giau
c6. Hung cé téng cdng 100 hecta dat va 2 gibng lta: IGa ngan ngay va lda dai ngay. 1 hecta
lta ngan ngay tiéu thu 3 tan phan bén va 2 tin thubc trir sdu, thu hoach trong 3 thang. 1
hecta Itia dai ngay tiéu thu 2 tan phan bdén va 1 tan thubc trir sdu, thu hoach trong 6 thang.
Sau day 1a san luong lda tdi thi€u méi thang ma Khang phai thu hoach:

Thang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11| 12
San luong (ha) | 40 | 45 | 60 | 50 | 55 | 65 | 45 | 55 | 50 | 60 | 45 | 50

Ban dau, Hung c6 10 tan phan bén va 8 tan thubc trir sdu. Phan bon cé gid 50 triéu/tan va
thudc trir sdu 30 triéu/tan. Hay lap ké hoach gieo tréng t6i uu cho Khang.

4.3.7. (Ngudi ban hang) Mot ngudi ban hang phai di chuyén qua n thanh phd, méi thanh
phd ding mot lan dé giao dich. Khodng cach tir thanh phé i téi j véi i # j 1a ¢j. Tim dudng
di cho ngusi ban hang dé gidm téi da khoang cach phai di.

4.3.8. Mot nguoi dua thu phai di qua n dia chi va trd lai buu dién. Khoang cach tir nha / téi
J VGi i # j 1a ¢;j. Khoang cach tir buu dién t6i nha i 1a d;. Hay tim céch dé ngudi dua thu di
quang dudng ngan nhat.

4.3.9. Mot cong ty xay dung can nhiing thanh thép c6 dé dai l, b, ..., lm. Cong ty can b,
thanh véido dai [ véii=1,2,..., m. Cdac thanh thép dai cé thé duoc cat thanh nhiing thanh
ngan hon. Trén thi trudng hién cé cac loai thép vé6i do dai Ly, Lo, ..., L,. Hay tim cach dat
mua cdac loai thép sao cho cong ty dap ting duoc nhu cau va gidm tbi da chi phi.

4.3.10. (Bai toan phan céng) Mot cong ty c6 n nhém nhan vién va n céng viéc can thuc
hién. Chat luong clia nhém / khi lam céng viéc j la cij. Hay tim céch phan méi nhém ding 1
viéc va mbi viéc ding 1 nhém sao cho téng chit luong |3 cao nhét.

4.3.11. (Xép lich thi ddu) Mot gidi diu béng dd cé 2n ddi thi dau theo thé thiic vong tron
1 lugt. M&i déi thi ddu 1 tran/tuan va mdi cip dau dién ra ding 1 1an. Theo udc tinh cla
ban t6 chtic, doi thir k sé thu hit duoc khodng v, tién Ioi nhuan, bao gdm tién vé xem truc
tiép va ban quyén truyén hinh. Gid st tran dau gitra doi thi / va doi thi k sé thu duoc khodng
Vi + vk vao thi bdy va C(v; + vk) vao Chi Nhat véi C > 1. Hay tim cach sdp xép dé ban t6
chtic thu dugc nhiéu Igi nhuan nhat.

4.3.12. (Xép lich hoc) Mot trung tam day tiéng Anh mé m 16p, méi 16p c6 mot dung luong
hoc vién nhit dinh. Cé n hoc vién dang ki vao cdc khéa hoc 6 trung tam, mdi hoc vién cho
biét muiic dé ua thich clia minh dbi véi tiing khéa hoc (muc dd yéu thich 0 ciing déng nghia
véi viec khong dang ky). Hay tim cach xép cdc hoc vién nay vao cac khéa hoc sao cho si sb
mdi 16p khéng vuot quéd dung luong cua 16p dé va muc dd ua thich téng cdng cao nhat.
4.3.13. Lién 12 quan Ii & mot nha hang. Nha hang cla Lién hoat dong tir 9 gio sang dén 5
gio chiéu. Sau day 1a sb luong nhan vién can ¢ mat trong nha hang vao mdi gid trong ngay:
Gio 9—-10}10—-11|11—-12|12—-1|1—-2|2—-3|3—-4|4-5
Nhan vién 4 3 4 6 5 6 8 8
Nha hang sir dung 2 loai nhan vién: Nhan vién toan thoi gian (full-time) lam tir 9am-5pm mdi
ngay, trir 1 tiéng an trua (c6 thé 12-1pm hodc 1-2pm), va nhan luong 50 nghin/gio. Nhan
vién ban thoi gian (part-time) lam 4 tiéng lién tuc, bat dau tir gid nao ciing dugc va nhan
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luong 40 nghin/gio. Nha hang dugc quyén thué toi da 3 nhan vién part-time. Hay gitp Lién
tim cach théa man yéu cau vé sé nhan vién véi chi phi tbi thiéu.
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