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Toan mé hinh gibng véi mdt cdng cu hon [3 mét moén hoc, ndm dugc nhiing y tudng co
ban clia cdng cu ndy cac em cé thé st dung né vao nhiing linh vuc khac nhu: vat ly, héa
hoc, sinh hoc, hay cac van dé va hién tuong xa hoi.

Subject Index Math modeling, graph theory, logistic model.

1. Giéi thiéu

If people do not believe that mathematics is
simple, it is only because they do not realize
how complicated life is

John von Neumann

As far as the laws of mathematics refer to
reality, they are not certain, and as far as
they are certain, they do not refer to reality

Albert Einstein

Todn 1a moét ngdn ngit gon gang véi nhitng quy tic va phép tinh dugc dinh nghia ré rang,
chat ché, cé thé duoc sir dung dé mod ta cic van dé thuc té mot cdch cu thé, dé hinh dung
hon. Todn ly thuyét da duoc nghién ciu va xdy dung ca ngan nam nay nén cuc ki “giau” va
“dep,” cung nhiing cdng cu hiiu ich dé& gidi quyét cdc bai todn. V4i su hd tro cla mdy tinh,
cai phép tinh todn phtc tap hay mot khdi luong 16n cdc phép tinh cé thé duoc xU |i dé dang.

Nh& dp dung céng cu Todn hoc vao gidi quyét cdc van dé kinh té, xa hdi, nhiéu nha khoa hoc
da dat nhiing thanh tuu dang ké. Tiéu biéu la hai giai Nobel dua trén hai bai viét, “Equilibrium
points in n-person games’ cua John Nash nam 1994, va “Stable allocations and the practice
of market design’ cla Lloyd Shapley nam 2012.

Qua bai viét bay, ching ta sé tim hiéu khai niém, dic diém, tinh chit ctia Toan mé hinh va
nhiing vi du cu thé trong thuc té.

2. Khai niém

Hi€éu mét cach téng quan, Toan Md Hinh 13 st dung cdc bién, céng thic, ménh dé, céng cu
todn hoc dé€ mo6 tad mot “hé” va tim cau trd 16i cho nhiing cau héi, bai toan lién quan dén
"hé" do.
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Hinh 1: “Hé" bao gom cdc dbi tuong trong thuc té va mdi lién quan gilta cac dbi tuong nay.

Cac vi du vé dbi tugng (va cdc mbi lien hé) dé€ mo hinh ¢ thé ké dén 1a

Vi du 2.1.

o Ngudi dan trong thanh phd (tinh tudi tho trung binh),

o Cac hoc sinh va mentors clia PIMA (sdp xép lich phéng van phi hop),
o Cdac tai khoan trén Facebook (tim ra xu hudng st dung cla giéi tré),
o C&c bai bién & Viet Nam (xay dung tiéu chi dé xép hang).

Cé mot cau hoi duoc dit ra: Tai sao khdng gidi quyét thang ngay trén “hé” dé ma can phai
théng qua mé hinh toan cua né?

Vi du 2.2. Tinh tudi tho trung binh chi can théng ké duoc sb ngudi va tudi tling ngudi.
M&i ngudi dugc dai dién bang mét bién x; (tudi). Nhu vay tudi trung binh 13 X = Z_nx vGi n la
téng s6 ngudi.

Vi du 2.3. Tim duong di bang Google Map. Néu 2 ngudi khac nhau & cling mot vi tri thi

sé duoc xem la cing mot diém trén Google Maps. Cac duong di sé duoc biéu dién thanh cdc
duong trang.
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Hinh 2: M6 hinh héa viéc tim dudng.
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Nhung dé van chua phai 13 mé hinh todn cudi cung. Don gidn hon nita, ngén ngif ma ca
mady tinh va con ngudi déu cé thé hiéu va lam viéc duoc: md hinh dé thi. Nhu vay, mbi dia
diém sé duoc biéu dién thanh mét dinh cla dd thi, cac duong di sé thanh cdc canh cua do
thi.

@JYI(H Van Chung } ‘

Hinh 3: T6i gian héa bang ngdn ngit db thi.

Ching ta sé dugc tim hi€u vé dd thi va cd thuat todn lien quan Google st dung dé tim
duong di trén Google Maps.

Cau héi: Ching ta da ting md hinh héa ngudi bang 1 diém chua? Tai sao khong gidi quyét
thang ngay trén “hé&" dé ma can phai thdng qua mo hinh todn clia né?

Cac “hé" trong thuc té rat phtic tap va cé nhiing yéu té khong lién quan hodc khéng quan
trong dén nhing cau hoi can tra I18i. Mé hinh toan lam cho cac dbi tuong trong “hé&” trd nén
don gian hon, nhung van du théng tin va du phic tap dé gidi quyét cac cau héi khéong tam
thuong. Vi du la & bai todn tim dudng & trén khi chuyén qua ngdn ngit do thi ta khéng quan
tam dén hinh dang ctia duong ma chi gan mdi dudng bdi mét duong thang cé gia tri riéng thé
hién dé dai.

Vi du 2.4. (Google Page Rank) Thuat todn xép hang cac trang web cla Google dé tim
kiém nhanh.

Vi du 2.5. Lén ké hoach van chuyén siia hop tir cac kho dén céc dai ly mot cach téi uu nhat.

Cau héi: “He" & day 1a gi? Van dé can gidi quyét? Yéu tbé quan trong cta dbi tuong minh
c6 thé str dung ducc dé trd 1oi cau héi?

Fun Fact: “PageRank” 1a két hop gilta “Page” (ngudi sang lap Google, khéng phai trang
gidy) + “Rank” (xép hang).

Vi du clia Google PageRank

o Thuat toan dau tién cla Google: dua trén duong links gilta cdc trang web nay dé
tinh xem trang web nao la quan trong nhat.

o C6 hai gid thiét quan trong:
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Hinh 5: Google PageRank.

1) Trang web sé cang quan trong néu c6 cang nhiéu trang web dan dén né va cac
trang web ay ciing duoc nhiéu trang web dan dén.
2) Mot ngudi dang 6 mot web bat ki sé phadi ngiu nhién dén mot web khac c¢é lién
két tir web nay véi xdc sudt nhu nhau.
o Biéu dién mbi lién hé giita cac web bang db thi cé hudng (sé duoc dé cap sau).
o Gidi quyét bai todn nay dua trén xdc sudt: mé hinh Markov Chain (sé dugc dé cap
sau)

Lién hé: Sir dung md hinh trén cho van dé gi khac dugc nita khong? Ngudi ta con thudng sir
dung mé hinh trén dé xép hang do quan trong cla cac diém trong moét mang ludi. Cé nhiing
md hinh, bai todn da duoc xdy dung san va ching ta c6 thé dp dung né cho nhiing trudng
hop tuong tu ma minh gap phai.

Qua cac vi du trén, ta dua ra dinh nghia sau

4/11



Dinh nghia 2.6. M6t m6 hinh todn hoc la mét bd ba (S, Q, M) trong dé S la mét “hé", Q
la mdt/cdc cau hoi lién quan dén S, va M 1a tap hop cac dbi tuong va ménh dé dung dé mo
td Svatrd 1oi Q.

Hoat dong: Hay xac dinh S, Q, M trong cac vi du trén.

3. Cac vi du cu thé
Vi du 3.1. Thiét ké lon thiéc dung thuc pham va Bat Dang Thiic

Hinh 6: Cac lon thiéc.

Cac yéu td quan trong can luu y

o Thé tich cla lon: sé cb dinh, cho ngudi tiéu dung tham khao va dinh gid.
o Hinh dang: hinh tru do van ding chic dudc va khong cé géc nhon cé thé gay thuong
tich. Ciing la dang thiét k& phé bién nhat hién nay.
o Do lon méng nén phi ti lé véi dién tich bé mat.
Nhu vay van dé con lai 1a thiét k& chiéu cao va ddy nhu thé nao dé dién tich bé mat it nhat
nham tiét kiém nguyén vat liéu.

Ta dua ra moét phuong an nhu sau. Goi h, r lan luct 1a chiéu cao va ban kinh ddy, V 1a thé
tich khéng déi:

o Tim moi lién hé gita cac bién trén?
o Ham can tim tbi uu 1a gi?

h V =1r?h

S =2nr’+2rmrh

Hinh 7: Tham sb héa lon thiéc.
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Nhan xét:

o Ham s6 va bat ddng thiic 13 moét cong cu hiéu qud trong cac bai toan tdi uu héa. Chiing
ta c6 mdt cach nhin khac & mén bat dang thiic theo khia canh hinh hoc nay.
o Cac budc co ban la:
(1) Xac dinh cac bién.
(2) Xac dinh ham can tbéi uu.
(3) Xay dung cac diéu kién rang budc, mdi lién quan gilta cac bién dé tim gid tri tdi uu
va dau bang.

Ngoai ra cdng cu ham sb con hiéu qua trong nhiing bai todn can tinh todn hay do dat su thay
déi, nhu vi du sau.

Vi du 3.2. Tinh todn sb luong cd thé trong mot quan thé theo thdi gian va dao ham
(Logistics Model)
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Hinh 8: D6 thi tiéu biéu ctia mdt ham logistic.

Gia thiét P 13 s6 luong cd thé phu thudc vao thoi gian: P = P(t) tré thanh mot ham lién
tuc & thoi diém t. T7 Ié gia tang dan sb6 & thoi diém t 1a r(t). Dao ham P'(t) do tdc db ting
clia ham sb. Nhu vay, theo cac dinh nghia trén, ta c6

PO r(t) hay P'(t)=r(t)P(t).
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Trong diéu kién ly tudng, tai nguyén khoang san 1a khong gi6i han thi r(t) = ry la mot hang
s6, nho vao ly thuyét phuong trinh sai phan, gidi phuong trinh trén ta duoc

P(t) = Pye’™* véi Py 1a sb lugng ca thé ban dau lic t = 0.
C6 thé thay |a dan sb sé gia tang rat nhanh theo ham mi, kha hop ly trong trudng hop cé
ngudng tai nguyén vd han. Tat nhién trong thuc té, tai nguyén chi 13 hitu han, do dé ti 1& ting
dan sb sé ti 1& nghich véi mat dé (cac cd thé sé tranh gianh véi nhau, cé thé dan dén 1a dao
thai 1an nhau)

Mat do dugc tinh bang céng thic % trong dé K 1a sb luong ca thé tbi da dé tai nguyén
c6 thé dap ting duoc. Ngusi ta da kiém tra duoc gia thiét nay.

Nhu vay r(t) ti 1& thuan véi (1 — P(t)/K) va gan bang rg khi (1 — P(t)/K) gan bang 1.
Do doé, r(t) =r ( - %) trong dé ry la ti 1é gia tdng dan sb trong diéu kién ly tuéng. Nhu

P%ﬂ::mPu)<1—FﬁQ>.

Phuong trinh nay ducgc goi la phuong trinh logistic, hay con cé tén la phuong trinh Verhulst,
mot nha todn hoc ngusi Bi. Ndm 1840, dng dung phuong phap nay ciing s liéu nhiing nam
gan dé dé du doan dan sb ctia M7 vao ndm 1940 va chi sai s6 1%.

vay,

Nhan xét:

o Cach dung dao ham va thém cac giad thiét ly tudng héa dé xay dung mbi quan hé rat phé
bién trong vat ly.

o DE& gidi duoc cdc phuong trinh vi phan can dén kién thic todn cao cap.

4. Cac thanh phan quan trong
4.1.  Phat biéu cda bai todn
Mo ta ngdn gon vé S va nhiing két qud (output) ma mé hinh sé cho ra dugc dé tra I5i cho Q.
Vi du 4.1. M6t cach phat biéu cta cdc bai toan & trén:
o Tim ra dudng di ngan nhat tir hai vi tri trén ban dé va phuong tién di lai, ciing nhu uéc
tinh thoi gian can dé di chuyén.
o Xép hang cac trang web dua trén lién két gitta ching.
o Tinh ra sb luong dan sb trong tuong lai dua trén s6 dan trong mot sé nam cii.

C6 thé két hop thém mé ta ngan gon vé input hay cac mdi lién hé quan trong khac.

4.2.  Cdc gid thiét, gia sir

Nhiing diéu kién/giad thiét khong diang 100% véi thuc té nhung cé ly dé lam tién dé cho viéc
xay dung md hinh todn. Ching thuong duoc dung khi can bé qua nhing chi tiét khéng qua
quan trong, nhiing yéu td khé kiém soat duoc hodc khéng cé dir lieu dé kiém chiing. Ngoai
ra, nhiing giad thiét 3y con don gian hda duoc cdc van dé nhung van di phic tap va khéng qua
xa roi thuc té.

Vi du 4.2.
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o Google Maps gia st dudng xa ludn & trang thai luu théng binh thuong, tdc dé trung binh
clia moi ngudi la nhu nhau.
o Xac dinh cac gia thiét, gid st trong mot vi du & trén.

4.3. Mo hinh todn, bao gom cdc bién (input) va céng thiic lién quan thu duoc sau
khi d& co cdc gia thiét/gia sur
Vi du 4.3. Xac dinh md hinh toan trong cac vi du trén.

4.4.  Gidi quyét mé hinh todn dé tim nghiém/ dap sé (output)
Tuy theo mé hinh dé gidi quyét ra ding ddp sb hodc doi khi la gan ding dap s6.

4.5.  Nghién ctiu nghiém/dap s6 (thuong la so sanh vdi thuc tién) va danh gid mé
hinh dé rit ra két luan hodc cai thién mé hinh
Vi du 4.4. Cac kinh nghiém sau dugc suy ra tir két qua clia cdc mé hinh trén:

o Thuat todn PageRank ducc cai thién sau mot thai gian, sau khi da cé thém dir liéu vé
sb6 ngudi truy cap va cdc théng tin khac trong thuc té. Nhung dé van chua |a thuat todn
cudi cung dé ra két qua khi search google do van con nhiing yéu té khac nhu lich st tim
kiém (Search History) ctia méi nguoi.

o M6 hinh tinh toan dan sb cla Verhulst sai léch di nhiéu sau 1940, nguyén nhan cé thé Ia
do chién tranh thé gidi 1an thit 2 va moé hinh gid st dan s6 |a mdt ham lién tuc 8n dinh
theo thoi gian. Nhu vy, ta can cai thien d€ mé hinh diéu chinh phu hop véi nhiing bién
cb/su kien.

Day 1a mot phan vé cling quan trong va rat cé ich trong viéc hiéu thém vé mé hinh, vé dbi
tuong. Phan nay con cé thé cho thém y tudng dé cai thién md hinh ci hay xay dung cdc md
hinh méi khac, hay tham chi |3 hi€u ré hon vé van dé trong thuc té, vi sao né khéng ding
nhu moé hinh du doan.

5. Hai tinh chit quan trong cia M
5.1.  Input/ Output
Hi€éu ném na, moi md hinh toan déu hoat déng theo nguyén ly nhap/xuat: nhan vao nhiing
tham s6, théng tin (input) va cho ra dap sb, cau tra 15i (output).

Vi du 5.1 Xac dinh input/output trong cac vi du trén.

nput sé 1a cac tham sb, cac théng tin, ménh dé déc |1ap vdi nhau con output sé phu thudc
vao input.

5.2.  Open-ended (tam hiéu la cd thé xdy dung nhiéu M cho cting mét S va Q):

Y nghia quan trong nhit clia todn mé hinh khong dimg lai & viéc tim ra duoc dép sb hay giai
quyét mot van dé ma 1a qua dé gitip chdng ta hiéu thém vé cdc déi tuong va mbi lién hé giiia
chuing trong “hé".

Trong nhiéu van dé thuc té, khéng c6 mot 16i gidi, md hinh duy nhat cho mot bai toan ma

tly thudc vao cdch tiép can, cach thiét 1ap cic gid thiét hay gid dinh, va cach dinh nghia
nhiing yéu t6 “tdt nhat” hay “hiéu quad nhat”.
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Vi du 5.2. Chi phi vs thoi gian: Trang tim vé mdy bay ndi tiéng Skiplagged sé tim ra dudng
bay “t&t” nhat theo nghia |a ré nhit, nhung cling cé thé duong bay “tét” nhat la dudng bay
tiét kiem duoc nhiéu thoi gian nhat trong mot khoang thsi gian nhat dinh.

Vi du 5.3 M6 tiém Starbucks (SIMC 2010): http://www.nushigh.edu.sg/qql/slot/
u90/file/simc/mathmodel/SIMC2010_ChallengeQuestion.pdf
Ta c6 nhan xét:

o R4t kho dé tim ra mot giai phdp hay 10i gidi hoan hao vé moi mat, méi cich gidi hay mé
hinh c6 nhiing dugc va mat riéng (trade-off), ta can chon ra nhing yéu t6 minh mubdn toi
uu hoa, ghi lai nhiing yéu t6 ma mé hinh chua danh gia va tim cdch cai thién nd.

o Da6i khi nhitng md hinh todn tao nén cac bai todn mé va chua cé nhiing cong cu trong ly
thuyét dé mo ta va giadi dé dang.

o Néu khoéng gidi quyét duoc toan bo bai todn, hdy gidi quyét mot phan cta né va luu y
nhiing phan con lai.

5.3. Interdisciplinary (tam hiéu la cé thé ding mét M cho nhiéu S)
Mot m6 hinh todn M c6 thé dugc sir dung nhiéu van dé khac nhau (S, @ thay déi) nhung gan
tuong tu vé ban chat hay mé ta.

Vi du 5.4. Tim vé mdy bay gia ré Skiplagged. Dung lai lai thuat toan tim dudng di ngan
nhat clia Google Maps, thay do dai cla quang dudng bang sb tién. Fun fact: Skiplagged da
tiing bi kién do lam anh hudng dén doanh thu cta cac hang may bay.

Vi du 5.5. M6 hinh Pagerank clia Google c6 ban chat 1a mé hinh chudi Markov: dugc tng

dung réng rai trong viéc tinh toan su phan bd sau moét thdi gian trong mot hé géom nhiéu
trang thai khép kin nhu su phan bb dan sb, su phan bb thi trudng v.v.

>

Hinh 9: Md hinh co ban cua mdt chudi Markov.

Nhan xét:

o Trong nhiéu trudng hop, ngudi ta dp dung cing mét M (hodc gan tuong tu M) cho nhiing
S khac nhau nhung cé cung Q.
o Can phai thay déi cach phat biéu bai toan, cac giad thiét hodc input/output cho phu hop.

6. Phan loai
Dua trén S, Q, M:
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o He (S)
Céc van dé tu nhién (Vat ly, Héa hoc, Sinh hoc. . .)
Cac van dé trong xa hoi (Kinh té, Dan sb, ...)
Déi tuong vat ly cu thé vs Dbi tuong triu tuong
Cé yéu td ngau nhién vs khdong ngdu nhién
Van dé lién tuc (su thay déi theo thai gian,... )
Van dé roi rac (yéu tb thoi gian ko quan trong. . .)
o Cau hoi (Q)

e | &n ké& hoach

o Thiét ké

e Tinh todn, du doan

e Tim mbi lién hé
o M6 hinh (M)
Tuyén tinh/Khéng tuyén tinh
Lién tuc/Rai rac
Phuong trinh dai s6/Phuong trinh vi phan
Xac suat/Quy hoach tuyén tinh/D6 thi

e o o o o o T

A &
i - S &
Field of application @6‘ N &
Dimension \(’Q\o& & (g,@ &
Continous—discrete '&ﬁg}“‘-’\ & o .ao'i’/b@c’
Stochastic—deterministic & x‘\/\ /&6_ \{9"} v/‘s\_\\0
Natural—technical Qo@i é\‘*@qzrb »/ 6@:@@
Physical—conceptual F ¥ O QY @@ R o - .
Linear—nonlinear Q
Analytical—numerical Autonomous—nonautonomous
Continous—discrete Difference equations
Differential equations Algebraic equations

Integral equations
M

Hinh 10: Phan loai mé hinh.

Hoat dong: Hay thi phan loai mét vi du & trén.

Nhin chung, mét mé hinh todn hoc cé thé bao géom nhiéu hon mét loai md hinh nhat dinh,
|a mdt t6 hop cla mot sb loai mé hinh & trén. Trong chuong trinh 1an nay, ching ta sé tap
trung vao phan lén ké hoach, thiét ké tbi uu va duoc day vé cac cdng cu rdi rac.

7. Tham khao

http://www.bowlandmaths.org.uk/materials/pd/online/pd_03/pdf/pd_03_handbook_
full.pdf
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http://www.indiana.edu/ hmathmod/modelmodel.html
http://www.maths.bris.ac.uk/"madjl/course_text.pdf
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