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1. Gidi thiéu

Trong thé gisi van dong khéng nging thi khéng cé gi 1a hoan toan chac chan: Liéu may bay
c6 bi roi? Liéu sb dan cé vira di véi luong viéc 1am? Liéu mét du dn cé thanh céng? D6 1a
nhitng cau héi ma khong chi cac nha Todn hoc ma hau nhu ai trong tit ca ching ta déu phai
dbi mat hang ngay. Dé hd tro cho nhitng cau hdi nay, cac nha Todn hoc da phat minh ra mot
coéng cu dé 13 Xac suat Thong Keé.

Xdc suat c6 thé hiéu la kha nang mot vat, hay mot su kién c6 xuat hién/ dién ra hay khong.
Théng ké 1a cach con ngudi ghi chép lai nhiing s6 liéu, tan suit xudt hién cia mot vat, dién
bién clia mdt hodc nhiéu ca thé trong cung mét mdi trudng, . ..

Chiing ta dua vao nhiing con sb théng ké dé tim ra mot quy luat nham tinh xac sudt mot
su vat hay mot su kién sé dién ra, dé la Xac suat Théng ké. Tuy khoéng gitp chiing ta biét
chic chdn mét su vat cé dién ra hay khéng, nhung né gitp ching ta hé théng héa dudc toan
bé cac dién bién c6 thé clia mot su vat/ su kién, va tir dé dua ra mét mé hinh/ bai toan dé
gidi quyét nhiing van dé sau dé.

2. Khai niém co ban

2.1. Phép thir va su kién (Experiment and Event)

Phép thir duoc hiéu 1a thuc hién mot tap hop diéu kién xac dinh, cé thé 1a quan sat hoic thi
nghiém trén mét hién tuong nao dé. Su kién so cap, hay bién cb so cap la két qua thu duoc
sau mot 1an st dung phép thir. Ching ta c6 thé goi tat la két qud. Su kién |a tap hop cla
mot hodc nhiéu cac su kién so cip dua trén mot tiéu chi nao dé. Tap hop tat ca cac két qua
clia phép thi, hay tat ca cdc su kién so cap, chiing ta goi la khong gian su kién so cap (hoac
khéng gian mau) cla phép thir d6, va ki hiéu l1a Q. Mbi két quad w cla phép thir 1a két qua
thuan loi dbi véi su kién A néu nhu A xdy ra khi két qua cla phép thi dé 1a w.

Vi du 2.1. Gieo mot con xiic x3c xem mat trén cung ra sé nao, day l1a mot phép thir C. Cic
két qua k =1,2,3,4,5,6, v6i k 1a sb cé thé xuat hién trén mat trén cling cla xic xac, |a cac
su kién so cip clia phép thir C. Khong gian su kién so cip clia C1a Q = {1,2,3,4,5,6}.

Ta c6 thé xét mot sb sw kién dbi véi phép thir C nhu sau: Su kién A 1a su kién mat trén
cting la sé bé hon hodc bang 2. Su kién B la su kién mdt trén cing 13 s6 chan.

Céc két qua thuan lgi clia A la {1,2}. Cac két qua thuan lgi cta B l1a {2,4,6}.



Nhu vay, mdi su kién A cé thé duoc coi nhu la mét tap con cta khéng gian su kién so cap
Q bao gom cac két qua thuan loi dbi véi A. Khi néi dén su kién A ta coi né nhu la mot tap
hop hodc |a tinh chat cla su kién dé. Két qua ctia mét phép thir théa man su kién déng nghia
v4i viec mot phan tlr thudc mot tap hop nao dé.

Cé hai loai su kién dac biét sau

o Sur kién chac chan 13 su kién ludn xay ra v6i moi phép thi. Su kién ndy, néu dudc coi nhu
la mot tap con, trung véi khéng gian mau €.

o Su kién khéng thé 1a su kién khong thé xdy ra v6i moi phép thir. Su kién nay duoc ki hiéu
la 0, trung véi tap réng.

2.2. Quan hé giita cac su kién
Cac su kién cé thé dugc lién hé véi nhau qua cac phép tinh trén tap hop sau

o Quan hé kéo theo
Su kién A kéo theo su kién B, ki hiéu A C B, xay ra khi va chi khi néu A xay ra thi B xdy
ra.

o Quan hé tuong duong
Su kién A tuong duong véi su kién B khi va chi khi Ac Bva B C A. Ki hiéu A= B.

o Téng cha su kién (hoac hop ciia su kién)
Téng cla hai su kién A va B |a su kién dugc ki hiéu 1a AU B (hodc A+ B). Su kién AU B
xdy ra khi va chi khi it nhat A hoic B xdy ra
Téng clia mot day cac su kién Ay, Ao, ..., A, la su kién Lnj A;, xay ra khi va chi khi it

=1

1
nhat mot trong cac su kién A; dién ra.

o Tich cita su kién (hoac giao cuia su kién)
Téng cla hai su kién A va B 13 su kién dugc ki hiéu 1a AN B (hodc AB). Su kien AN B
xay ra khi va chi khi ca A hodc B xay ra
Téng clia mdt day cac su kien Ay, A, ..., A, la su kién () A;, xdy ra khi va chi khi it
=1

1
nhat tit ca su kién A, dién ra.

o Su kién xung khac
Hai su kién A va B dudc goi |a xung khdc néu nhu su kien AB |a su kién khong thé, déng
nghia v6i AN B = ().

o Hé day da cac su kién
Day cac su kién A;, A, ..., A, ducc goi la mot hé day di cdc su kién néu nhu théa
man cac diéu sau
e Cac su kién xung khic ting déi mot, hay AiNA; =0, véi moi i khac j, v6i I, j =

1,2 ..., n

e T6ng |3 su kién chic chin, nghia I3 LnJ A =Q.
i=1
o Su kién déi lap
Su kién dbi ctia A la A, nghia Ia A xdy ra khi va chi khi A khéng dién ra, va ngugc lai.
Nhu vay, AN A = () dong thoi AUA = Q.
o Tinh ddc lap cuia su kién (independence)
Ta ndi cac su kién A, B la déc 1ap véi nhau néu nhu viéc xdy ra hay khdng xdy ra su kién
nay khong anh hudng téi viéc xay ra hay khéng xay ra téi su kién kia.
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Téng qudt, day cac su kién Ay, Ao, ..., A, la doc lap néu viéc xdy ra hay khong xdy ra
su kién nay khéng anh hudng téi viéc xdy ra hay khong xay ra cla tliing su kién khac.

2.3.  Dinh nghia xdc suat

Xdc sudt clia mot su kién 1a con sb dic trung biéu dién kha ning xuat hién cla su kién dé
trong qud trinh thuc hién phép thi. Dua vao ban chat cla phép thi, ta c6 thé suy luan vé
kha nang xuit hién cla su kién. V4i cach tiép can nay, ta ¢ dinh nghia xdc suat theo phuong
phap cé dién. Khi thuc hién 13p lai nhiéu 1an doc 1ap mot phép thl, ta cé thé tinh tan suit
xuat hién (s6 lan xuat hién) ctia mot su kién nao dé. Tan suat thé hién kha ndng xuat hién
cla bién cb, v6i cach tiép can nay, ta cé dinh nghia xdc suat theo phuong phap théng ké.

2.3.1. Dinh nghia c6 dién vé xdc suat. Gid st phép thir C thda man hai diéu kién sau:

o Khéng gian mau cé mét sbé hitu han phan ti.
o Cac két qua xdy ra déng kha nang.

Khi dé ta dinh nghia xac suat xdy ra su kién A la:

s6 két qua thuan lgi véi A
s6 tat ca cac két qua

P(A) =

Duéi ngdn ngili tap hop, néu xem A |a mot tap con clia €2, ta ¢ dinh nghia
s6 phan trcia A A
sb phantlrcia Q Q|
Vi du 2.2. X&c suat cla su kién A trong vidu 2.1. 1a
A 2 1

P(A) = ||le e~ 73
Diéu nay mang y nghfa xac suit 13 ty & dé tung duoc mot sb bé hon hodc bang 2 13 mét phan
ba.

P(A) =

Vi du 2.3. M6t cong ty can tuyén 2 nhan vién. C6 6 ngudi ndp don trong dé cé 4 nii va 2
nam. Gia st xdc suat mdi nguoi duoc tring tuyén 1a nhu nhau. Tinh xac suat su kién

a) Hai ngudi tring tuyén la nam.

b) Hai ngudi tring tuyén la ni.

c) C6 it nhat moét ngudi nam tring tuyén.

Viéc nhin nhan modt bai todn xdc suat dudi géc nhin cia mot bai todn tap hop thudng sé
gitp ich rat nhiéu trong viéc tinh toan.

2.3.2.  Dinh nghia théng ké vé xdc sudt. Dinh nghia xdc suat theo cé dién tuy truc quan
va dé hiéu. Tuy nhién khi s6 cac két qua vd han hodc khong ddng kha nidng thi cach tinh xdac
suat c6 dién khoéng ap dung duac.

Gid st phép thi C c6 thé duoc thuc hién doc lap 13p lai nhiéu 1an trong nhiing diéu kién
giébng hét nhau. Néu trong n lan thuc hién phép thir C, su kién A xuat hién k,(A) lan thi ti s6
 al)

n

f(A)

duoc goi la tan suit xuat hién cla bién cb6 A trong n phép thi. Ngudi ta chiing minh duoc
(dinh ly luat s6 16n) khi n ting 1én vo han thi f,(A) tién dén mot gisi han xac dinh. Ta dinh
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nghia giGi han nay |3 xdc suat cta su kién A
P(A) = lim f,(A).
n—oo

Trong thuc té P(A) dugc tinh bang cach lay xap xi fn(A) véi n di 16n. C6 thé kiém chiing
diéu nay bdng viéc tinh xac sudt mat sip khi tung dong xu. Ta biét xac suit nay 1a 1/2 vai
mot dong xu khéng bi hu héng. Hay thir tung dong xu 20 lan va ghi nhan s6 mat sap. Lay sb
lugng mat sap chia cho 20 ta sé dugc mot sb rat gan véi 1/2.

2.3.3.  Dinh nghia xdc suat theo hinh hoc. Gia st khéng gian mau 2 c6 thé biéu dién dudi
dang mét mién nao dé cé dién tich (thé tich, do dai) hitu han va su kién A tuong tng v6i mot
mién con cla 2 thi ta xac suat cla su kién A duoc dinh nghia:

dién tich (do dai, thé tich) cla A

dién tich (do dai, thé tich) ctia Q-

Diéu nay thuong duoc ding khi ta biéu dién tap hop qua biéu dd Venn hoic diing trong
trudng hop xac suat lién tuc.

P(A) =

2.3.4. Cdc tinh chat va dinh ly xac suat.

Tinh chat

V6i moi su kién A, 0 < P(A) < 1. Xac sult cla su kién khéng thé bang 0, xac suat cla
st kién chac chdn bang 1, hay P()) =0 va P(Q) = 1.

Quy tac cdng xac suit

V&i hai su kién A va B ta co

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

)

o

Xac suat cia su kién d6i
V6i mot su kién A, xac suat clia su kién déi A dugc tinh bang

P(A) =1- P(A).

(@]

Déc lap xac suat
Hai su kién A va B doéc lap véi nhau khi va chi khi

P(ANB) = P(A)P(B).

o

2.3.5.  Xdc suat cd diéu kién (conditional probability).
o Dinh nghia
Xdac suat cla su kién B dudc tinh trong diéu kién biét rang da xady ra su kién A duoc goi
la xac sudt cta B véi diéu kién A. Ki hiéu 1a P(BJA). Vi du nhu xac suat troi mua budi
t&i néu da biét mua budi sang.
o Tinh chat
V&i hai su kién A va B ta co

P(AN B)
P(BIA) = “P(A)
Dé y rdng, néu A va B doc lap, ta cé
P(ANB P(AP(B

P(A) P(A)

Diéu nay hop ly bdi xac suat clia B |1a khéng phu thudc vao viéc A cé xdy ra hay khong.
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o Quy tic nhan xac suit
Céng thtc trén thuong dugc viét dudi dang tuong duong

P(ANB) = P(A)P(BIA) = P(B)P(A|B).
o Coéng thific xac suat day du
V6i Ay, Ao, ..., A, la mot hé day du va mot su kién B clia cung mot phép thi, ta cé

P(B) =) _P(A)P(BIA).
=1

o Cong thic Bayes (Bayes’ Theorem)
Clng v&i diéu kién nhu trén, véi moi su kién A, clia hé va gid sir P(B) > 0, ta ¢c6

P(AcnB) _ P(A)P(BIAK) .

P(AB) = 5
PE S paPBIA)
i=1
Trong thuc té cac xac sudt P(A;1), P(As), ..., P(A,) da biét va dugc goi la xdc suat

tién nghiém. Sau khi quan sat bién cd B xdy ra, cic xdc suat cla A, duoc tinh dua trén
théng tin nay (xac sudt cé diéu kién P(Ax|B)) duoc goi 1a xdc sudt hau nghiém. Vi vay
coéng thiic Bayes con duoc goi 1a ¢éng thiic tinh xdc suadt hau nghiém.

3. Bién ngau nhién (Random variable) va cac dai luong lién quan

3.1. Bién ngdu nhién

3.1.1. Dinh nghia. Bién ngdu nhién X |a dai lugng nhan cac gia tri nao dé phu thudc vao
cac yéu tb ngau nhién.

Vi du 3.1. Cac dai luong sau 1a bién ngiu nhién

S6 nbét xuat hién khi gieo mét con xtc sic
Tubi tho clia mét thiét bi dang hoat déng
S6 cubc goi dén mot téng dai

Sai sb6 khi do luong mét dai luong vat ly

o O O

e}

3.1.2.  Phan loai. Bién ngau nhién duoc phan ra thanh hai loai

o Bién ngdu nhién roi rac, néu chi nhan mot sd hiru han hodc vo6 han dém duoc cac gia tri.
Nghia 1a cac gia tri cé thé liét ké thanh mot day x;, xo, ...
o Bién ngau nhién lién tuc, néu tim dugc hai s6 thuc a < b sao cho X nhan ducc moi gia
tri nam gitta a va b.
Dé phu hop cho chuong trinh Todn md hinh, ching ta sé chi tam quan tam t&i bién ngau
nhién roi rac.

3.1.3. Phan phéi xdc sudt ctia bién ngau nhién roi rac. Ki hiéu P(X = x) biéu dién xac
suadt ma bién ngau nhién X nhan gid tri x trong khéng gian mau Q. Ta c6 khai niém cla bdng
phan phbi xdc sudt. Bang phan phdi xac suit dung dé biéu dién bién ngdu nhién roi rac, gébm
hai dong, dong thd nhat ghi cdc gid tri cla bién ngdu nhién, va dong thd hai ghi xdc suat
tuong Ung.
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X‘xl Xo ... Xp
Plpo po ... pPn

Bang 1: Bang phan phdi xac suat

Trong d6, p; = P(X = x;), n c6 thé 1a vd han nhiing phai bao dam diéu kién >° P(X = x;) =
>.pi=1

3.2. (Cac dai luong lién quan
3.2.1. Gia tri ki vong. Ki vong hodc gia tri trung binh (average, mean value, expected
value) ctia bién ngau nhién roi rac X ki hiéu 1a E(X) va dugc tinh theo céng thic

n
i=1

voi pj = P(X = x;) tuong (ng.

Néu bién ngiu nhién X nhan vé han dém duoc céc gia tri thi £(X) xdc dinh néu téng trén
trd thanh mot chudi hoi tu tuyét doi. % nghia cla gid tri ki vong I3 trung binh theo xdc suit
clia tat cd cac gid tri c6 thé c6 cla bién ngau nhién.

3.2.2. Phuong sai. Phuong sai (variance) hay dé léch binh phuong trung binh cla bién
ngau nhién X la dai lugng do luong su phan tan binh phuong trung binh ctia X xung quanh gia
tri trung binh E(X). Phuong sai cia X dugc ki hiéu la D(x) hay varX va dugc xac dinh bai
cbng thirc

n

D(X) = E[(X = E(X))*] = > (x = E(X))* - v

i=1

4. Ung dung
4.1. Gia tri ki vong cua tro choi
Xét 2 bai toan sau:

i) Nha cai té chtic trd choi quay sb tring thudng tir 1 téi 100 véi thé & nhu sau :
e M&i ngudi choi phai déng $2
e Néu ngudi choi quay tring s6 1a béi cta 10 thi duoc thudng $10
e Néu nguoi choi quay tring sb 1a béi clia 20 thi dugc thudng thém $10
Hoi bén ndo sé that su |a ngudi thang cudc trong trd choi ndy, bén nha cai hay bén ngudi
choi?

ii) Hai ngudi | va Il chai tro choi “chan va 1&.” Nguoi tha | 1a Lé va ngudi thi 11 13 Chan.
M&i 1an chai, hai ngudi sé cling luc goi ra sb 1 hodc 2, téng cta hai sb thudc loai nao
(ch8n hodc 1) thi ngudi ting véi loai d6 |a ngusi thing. Ngusi thua & mdi 1an choi sé phai
trd ngudi thang sé tién Ging véi téng cla hai sb hai ngudi goi trudc dé. Hai ngudi ndo cé
chién thuat dé “luén thing” trong trd choi nay néu choi trong mét thoi gian dai ?

Hai bai toan trén |3 bai toan dién hinh cho (ing dung clia xdc suat trong trd chai ciing nhu lap
mo hinh todn hoc. Bai thi hai thi phic tap hon vi & day cé hai ngudi choi clng lic nén moi
ngudi cling cé thé dit ra “chién lugc tbi uu” (optimal strategy) dé thang, trong khi & bai thi
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nhat thi ngudi choi chi “cau may.” D& thiy tam quan trong cla xac suit ta sé lan luct gidi
tung bai.
Loi giai bai i). Xdc suat dé ngudi choi thang $10 la 125 (quay tring cac s6 10,30,50,70,90).
Xdc suat dé ngudi choi thing $20 la 125 (quay tring céc s6 20,40,60,80,100).
Xdac suat dé ngusi choi khong thing gi la % (cac truong hgp con lai).
Vay trung binh ngudi choi sé thang :

5 5 90 3
E(X)=10- — 420> 40— =~
(X) 0 100+ 0 100+0 100 2
Tuy nhién do ngudi choi van phai déng $2 dé choi nén sb tién trung binh ngudi choi c6 thé

dat duoc chi la

3 1

S

2 2
Nhu vdy néu chai lau dai thi bén nha cdi ludn dudc lgi hon (hién nhién): trung binh méi
ngudi chai thi ho thu lgi dugc mot nira dollar. O

Loi giai bai ii). Moi lugt choi chi c6 hodc ngusi | hodc nguoi Il sé thang, nén ta mac dinh
“chién luoc” & day 1a cdch ngudi | va ngudi |l sé goi sb theo tan sudt nhu thé nao dé dam bao
minh sé “cé thé" ludn thang (vi choi vé lau vé dai).

Goi p la tan suat ngudi | goi s6 1 va g la tan suat ngudi Il goi s6 1. Gid tri ki vong sb tién
ngudi | sé nhan duac la :

E:(X)=3[p(1-q) +q(1—p)]—2pg—4(1—-p)(1—q)
=7p+7q—12pg — 4.

Nguoc lai s6 tién nguoi |l sé thang (hodc thua) bang sbé tién ngusi | mat di (hodc thang) nén
ta cé gid tri ki vong ctia nguai Il

Ex(X)=12pg+4—T7p—T7q.

Chuing ta can phai tim liéu xem c6 ton tai p € [0, 1] sao cho véi moi g € [0, 1] thi £1(X) ludn
khong am, hodc ngugc lai ton tai g € [0, 1] sao cho véi moi p € [0, 1] thi Ex(X) ludn khéng
am. Ta xét hai trudng hop

o Truong hop 1: E1(X) khong am.
Ta co

Eix(X)=T7p+7q—12pg —4 =q(7—12p)+7p—4 >0, véi moi g € [0, 1].

Vi vé trai la mot dai luong tuyén tinh theo g, ta chi can xét gid tri clia g & bién, tlic g = 0
va g = 1. Bdng viéc thé truc tiép, g = 0 sé chota p>4/7 va g =1 sé cho ta p < 3/5.
Nhu vay véi p théa man 4/7 < p < 3/5 thi trung binh ngudi | ludn thang hon so véi ngudi
.

o Truong hop 2: Ex(X) khéong am.
Bang viéc 1am tuong tu nhu trén, ta sé thiy khong tén tai g dé€ théa man diéu kién nay.

T4t nhién véi néu sb luct choi 13 it thi khong han nhién lic nao ngusi | ciing thing, nhung
néu choi di lau thi véi chién lugc trén, nguoi | sé ludn trén co so voi ngudi Il (chién lugc ra sb
1 véi ti 1é nam giita 4/7 va 3/5). O
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4.2.  Chubi Markov (Markov chain)
Chudi Markov 1a mot chudi cac bién ngiu nhién X1, Xo, Xs, ..., cd thudc tinh Markov, tuc
la viéc xac dinh (du doadn) phan bd xac suat cé diéu kién clia X,;1 khi cho biét cac trang thai
qua khi la mét ham chi phu thudc X,.

P(Xnt1=x|Xn, ..., Xa, X1) = P(Xp11 = x| X3).

Tap tat ca cac gid tri c6 thé cé cla cac bién ngiu nhién X; duoc goi |a khéng gian trang thai
S, x la mdt trang thai nao doé trong khéng gian trang thai S.

4.2.1. Chubi markov rdi rac thuan nhat. La chudi Markov théa man ham xdac suit
P(Xn+1 = x| X,) 1a nhu nhau véi moi n. Khi dé X, c6 tap cac két qua la nhu nhau. Ta
thuong st dung Ma tran xac suit chuyén dé tinh xac suat P(X, = x) tai thoi diém n nhu
sau.

Dat p;; = P(Xp41 = 1| X, =J) khéng phu thudc vao n. p;; 1a xac sudt dé tu trang thdi /
sau mot budc sé chuyén qua trang thai j. Dat p,-j(k) =P Xnsk =11 Xp=1).

Ta cé ma tran vudng P = (p;;) dudc goi la ma tran xdc sut chuyén sau mét budc. P*) =
(pfjk)) duoc goi 1a ma tran xdc sudt chuyén sau k budc.

Ta c6 mét hé qua quan trong goi la Phuong trinh Chapman-Kolmogorov. Véi dinh nghia
P va P nhu trén, véi moi n > 0, ta c6

p+1) — p(n) . p

Dat pf") =P(X,=1i),n=0,1, 2, ... Ma tran hang Q" = (pf”)) duoc goi 1a phan bé cla
hé tai thoi diém n. Ta chiing minh duoc

o QIntl) = Q. p

o QUrtm) — Q) . plm)

o QUMY = Q. p

Tu Chapman-Kolmogorov, ta suy ra dugc ba phuong trinh trén la nhu nhau.

Nhu vy ta da hé théng héa dugc chudi Markov rdi rac thuan nhat qua cac bo (X (n), P, Q)
véi X(n) la chudi cac bién ngau nhién roi rac Xy, Xz, ..., X,.

4.2.2. Vidu. Cho ba thanh phdé A, B, C c6 sb dan hién nay lan luot 1a 2.5, 4, 5.5 triéu

ngudi. Théng ké cho thiy rdng m&i nam & thanh phd A trung binh c6 10% sb dan hién tai sé

qua B va 15% sb dan hién tai sé qua C dé kiém viéc lam, rieng thanh phé B trung binh cé

25% sb6 dan sé qua A va 15% sé qua C, thanh phdé C cé trung binh 30% sb6 dan hién tai sé

qua A nhung sé khong ai qua B. Hdi

a) Trong vong 5 ndm tdi thi téng s6 dan & hai thanh ph6é A va B 1a bao nhiéu?

b) Lap md hinh tinh sb dan cda thanh phé A, B, C trong n ndm tinh tir ndm nhat.

c) Lap lai m6é hinh & b) néu nhu mdi thanh phd c6 ti 1& sinh thém con méi nam 1a 10% dan
s, biét rang % sb6 dan chuyén di |a khéng tinh nhiing tré em duoc sinh thém.
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[5] http://www.mathguide.com/activities2/ExpectedValueGames.pdf

[6] https://www.math.ucla.edu/ tom/Game_Theory/mat.pdf
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