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1 Tổng quan

Tàu điện ngầm là hệ thống vận tải lớn trong đô thị, chạy trên đường ray và
phần lớn chạy trong lòng đất. Tàu điện ngầm với tốc độ chở khách cao, nhiều
lượt, nhiều chuyến trong ngày, lượng khách lớn, thuận tiện và thoải mái trong
việc đi làm và đi lại nên đã được xây dựng ở rất nhiều các thành phố lớn trên
thế giới. Riêng ở thành phố Hồ Chí Minh, dự án tàu điện ngầm được đề xuất
vào năm 2001 nhưng tới năm 2007 mới được phê duyệt và hiện đang được thi
công, dự kiến hoàn thành vào năm 2020.
Bài toán xây dựng hệ thống tàu điện ngầm của thành phố Hồ Chí Minh là một
bài toán đã mà Ủy ban nhân dân thành phố Hồ Chí Minh đã mất rất nhiều
năm để tìm ra lời giải. Để giải bài toán này, nhóm đã nghiên cứu, tính toán, tìm
công thức, lập bảng, xây dựng đường đi để đưa ra hai mô hình với mục đích tối
ưu độ tiếp cận của người dân đến hệ thống tàu điện ngầm. Với mỗi mô hình,
nhóm đã chọn những tiêu chí, hướng đi, cách làm khác nhau để có thể đưa ra
hai mô hình tối ưu về các mặt khác nhau, từ đó ta so sánh ưu điểm và nhược
điểm của hai mô hình để phân tích mỗi mô hình có thể đáp ứng được tới đâu
nhu cầu sử dụng của mọi người.
Ở mô hình thứ nhất, nhóm ưu tiên nối nhiều nhất có thể các điểm quan trọng
được chọn theo các tiêu chí đã đề ra từ trước, đó là những nơi đông người ở
hoặc đông người qua lại. Còn ở mô hình thứ hai, nhóm xây dựng các tuyến
đường với tiêu chí giảm thiểu tối đa tổng bình phương các khoảng cách từ các
điểm quan trọng được chọn như trên đến tuyến đường bằng phương pháp hồi
quy tuyến tính.
Sau khi đã hoàn thành xong hai mô hình, nhóm phân tích ưu nhược của cả hai
mô hình: Mô hình thứ nhất đi qua nhiều điển quan trọng nhưng khó tối ưu vì
chỉ có thể thay đổi cách nối điểm, còn mô hình thứ hai thì xác định rõ ràng yếu
tố tối ưu hơn mô hình một nhưng lại khó kiểm soát hình dạng của tuyến đường
được xây dựng. Đồng thời, nhóm cũng đưa ra các phương hướng cải thiện cho
từng mô hình theo các ưu và nhược đã được phân tích. Cuối cùng, nhóm xây
dựng thử hệ thống tàu điện ngầm theo mô hình đầu tiên và đã viết thuật toán,
chương trình để xây dựng mô hình thứ hai.
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2 Phát biểu lại bài toán

Dự án tàu điện ngầm ở thành phố Hồ Chí Minh được đề xuất vào năm 2001
nhưng tới năm 2007 mới được phê duyệt và hiện đang được thi công, dự kiến
hoàn thành vào năm 2020.

.
Đây là 1 dự án quan trọng nhằm giải quyết nhiều vấn để giao thông của thành
phố. Bài toán chúng ta cần giải quyết là xây dựng mô hình hệ thống tàu điện
ngầm phù hợp và tối ưu nhất.
Mô hình toán học cần cho ra bản đồ hệ thống các vị trí của ga tàu điện ngầm
và các tuyến đường tàu điện ngầm phù hợp đảm bảo với các yêu cầu sau:
a) Tất cả các quận chính trên địa bàn thành phố đều có ít nhất một tuyến đi
qua.
b) Có không quá 6 tuyến đường tổng cộng (có 6 tuyến như trong kế hoạch thành
phố dự kiến của thành phố).
c) Có thể giả sử hệ thống tàu điện ngầm có thể được xây dựng độc lập với hệ
thống giao thông bình thường hiện nay.

3 Các giả thiết, giả sử

Với bài toán xây dựng hệ thống tàu điện ngầm sẽ có nhiều yếu tố ta không thể
tính tới và kiểm soát được nên ta đề ra một số giả thiết, giả sử để đơn giản hóa
bài toán.
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• Giả sử quá trình xây dựng không gặp khó khăn, các tuyến đường đều có
thể xây dựng được theo mô hình. Có thể cho các tuyến đường không thể
xây dựng được dưới lòng đất đều có thể xây dựng được trên mặt đất.

• Ta không xét đến những sự cố kỹ thuật về đường ray, tàu, máy móc,... ta
có thể gặp và những tai nạn chưa biết trước.

• Ta giả sử người trong phạm vi bán kính 4 km với tâm xét từ trạm tàu
điện ngầm gần nhất có thể di chuyển được đến trạm.

4 Mô hình toán thứ nhất

Gọi tất cả tuyến đường ta sẽ lập là một đồ thị G(V, E). Đồ thị G(V, E) sẽ là
một đồ thị liên thông.

4.1 Input và các biến

Đầu tiên ta chọn những điểm quan trọng trong thành phố, trong đó có 10 điểm
nằm ở biên (điểm ngoại biên).

1. Bến xe An Sương (Hóc Môn)

2. Thạnh Xuân (quận 12)

3. Gò Dưa (Thủ Đức)

4. Suối Tiên (quận 9)

5. Khu du lịch BCR (quận 9)

6. Cát Lái (quận 2)

7. Huyện Nhà Bè

8. Bến xe khách quận 8

9. Bến xe miền Tây

10. Bình Hưng Hòa (quận Bình Tân, gần quốc lộ 1A)

Tiếp theo, ta nối 10 điểm ngoại biên theo từng cặp thành 5 đường (gọi là đường
cơ bản).

• Đường 1: Nối 1-6: Bến xe An Sương - Cát Lái

• Đường 2: Nối 2-7: Thạnh Xuân - huyện Nhà Bè

• Đường 3: Nối 3-8: Gò Dưa - Bến xe khách quận 8

• Đường 4: Nối 4-9: Suối Tiên - Bến xe miền Tây

• Đường 5: Nối 5-10: Khu du lịch BCR - Bình Hưng Hòa
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Ta chọn những địa điểm quan trọng còn lại trong thành phố dựa theo một số
tiêu chí như đông người qua lại, đông người cư ngụ hay có vai trò quan trọng
như công sở, trường học, khu dân cư, bến xe rồi lập bảng đánh giá thứ tự độ
quan trọng của từng điạ điểm đã chọn bằng hàm độ quan trọng được tính theo
công thức ở dưới. Coi mỗi địa điểm là một điểm trên bản đồ. Chú ý nếu hai địa
điểm quá gần nhau ta có thể lấy một điểm tượng trưng cho cả hai. Ta dùng công
cụ Google Map để xác định tọa độ của từng điểm, hoặc cũng có thể sử dụng
hệ tọa độ pixel của một chương trình chỉnh sửa hình ảnh nào đó như Paint.
Sau đó ta phân các điểm thành 5 nhóm dựa vào khoảng cách từ điểm đó đến
các đường cơ bản. Các điểm có khoảng cách gần nhất với đường i (1 ≤ i ≤ 5)
sẽ được xếp vào nhóm i.

4.2 Các công thức và các yếu tố cần tối ưu

Hàm tối ưu: Độ quan trọng của các điểm trên tuyến đường. (công thức tính
được nêu ở dưới). Yếu tố cần tối ưu (đối với 5 tuyến đường thẳng): số
lượng người tiếp cận được các trạm tàu điện ngầm, mật độ dân số mỗi trạm
bao phủ trong bán kính 4 km.
Yếu tố cần tối ưu (đối với tuyến đường tròn): số trạm mỗi người phải
chuyển để đến được một nơi và giảm quá tải ở trạm trung tâm. Các công thức:
dựa vào bảng số liệu về dân số và diện tích mỗi quận, ta tính được mật độ dân
số từng quận, huyện. Gọi ax là mật độ dân số của vùng x (đơn vị: người/km2),
t là độ nổi tiếng của x, ta có công thức tính độ quan trọng của các điểm ta đã
chọn theo công thức sau:

ϕ(xi) = (mi) ∗ αi + (1−mi) ∗ log(ai)
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Với mi là hệ số tỉ lệ (0 < m <1)
αi là độ nổi tiếng (αi > 1)
ai là mật độ dân số (đơn vị: người/km2)

4.3 Giải quyết mô hình

Trong mỗi nhóm, ta xếp thứ tự các điểm bằng cách hạ các đường vuông góc từ
các điểm trong nhóm đến đường cơ bản của nhóm. Khoảng cách từ các điểm
đến các đường thẳng được tính theo công thức sau: (chúng ta sẽ sử dụng thuật
toán để tính khoảng cách của từng điểm đến với đường tương ứng).

di =
|aix+ biy|√
ai2 + bi

2

Trong đó:

• di là khoảng cách từ điểm i đến đường thẳng gần nhất.

• (ai, bi) là vectơ chỉ phương của đường thẳng

Sau khi đã sắp xếp thứ tự, ta lần lượt nối các điểm này lại theo thứ tự các chân
đường vuông góc. Nếu có hai đường có góc ở giữa quá xấu (quá lệch so với 180◦,
45◦ hoặc 90◦), ta bỏ bớt một điểm dựa trên hàm quan trọng. Điểm nào có độ
quan trọng lớn hơn thì sẽ được giữ lại. Sau khi đã có các tuyến đường thẳng, ta
sẽ tìm cách đặt thêm trạm. Có thể xây dựng các trạm này bằng cách chia đều
tuyến đường sao cho mỗi trạm cách nhau một khoảng cách phù hợp. Ngoài ra,
giao điểm của các tuyến sẽ tạo thành các điểm trung tâm, ở đây ta cũng đặt
trạm, gọi là trạm trung tâm.

Đối với tuyến đường tròn, ta sẽ xây dựng dựa trên các trạm sẵn có. Có thể
thấy nếu người dân sống ở ngoài đường tròn, họ sẽ có xu hướng sử dụng tuyến
đường tròn (do khoảng cách gần hơn), còn nếu họ sống trong đường tròn thì họ
sẽ có xu hướng đi vào tâm rồi đi ngược ra (do ít phải chuyển tuyến hơn, giảm
khả năng phải đợi chuyến xe tiếp theo ở tuyến đường tròn). Do mục đích của
tuyến đường tròn là giảm quá tải ở trung tâm, trên mỗi tuyến ta có thể chọn
2 điểm sao cho đường đi từ mỗi điểm đến điểm biên gần nó hơn bằng khoảng
một phần tư độ dài của tuyến đường. Khi đã có 10 điểm như vậy, ta nối tất cả
lại để tạo thành tuyến đường tròn.
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4.4 Nghiên cứu và đánh giá mô hình

Mô hình này ưu tiên việc các tuyến đường phải đi qua các điểm đã được chọn
từ ban đầu, đặc biệt là những điểm có độ quan trọng cao. Từ đó ta có thể thấy
mô hình một sẽ là tuyến đường đi qua nhiều tuyến đường cần thiết và đáp ứng
được nhu cầu của nhiều người.
Tuy nhiên, mô hình này cũng có những bất lợi như sau:

• Tuyến đường sẽ quá xa so với một số điểm quan trọng vì phải ưu tiên cho
các điểm có độ quan trọng lớn hơn.

• Việc cố định các trạm khiến cho việc tối ưu hoá trở nên khó khăn, do chỉ
có thể thay đổi cách nối.

Để giải quyết phần nào các vấn đề này, ta có thay việc cố định các trạm bằng
việc xây dựng tuyến đường trước rồi mới đặt trạm dọc trên tuyến đường (như
ở mô hình 2). Ngoài ra, hàm độ quan trọng có thể được xây dựng một cách tối
ưu hơn bằng phương pháp thăm dò ý kiến của người dân để thay đổi hệ số nổi
tiếng. Đối với tuyến tròn, ta cũng có thể chọn các trạm trên các tuyến thẳng
sao cho tổng số người có thể tiếp cận các trạm bên ngoài đường tròn bằng với
bên trong thay vì chỉ xét khoảng cách. Cuối cùng, để tránh việc có quá nhiều
các trạm ở giữa được tạo thành do các tuyến thẳng cắt nhau, ta có thể chọn 3
điểm làm các trạm trung tâm rồi cho 2 đường đi qua mỗi điểm thay vì cho cắt
tự do như ở mô hình.

5 Mô hình toán thứ hai

: Để giải quyết các vấn đề phát sinh trong mô hình một và tối ưu hoá khoảng
cách từ các điểm đông dân đến các tuyến đường điện ngầm, ta đưa ra một mô
hình với phương pháp tiếp cận khác.

5.1 Input và các biến

: Đầu tiên, ta cũng chọn 10 điểm ngoại biên, phân loại và xếp thứ tự các điểm
còn lại tương tự như mô hình đầu. Tuy nhiên, thay vì tìm cách nối các điểm đã
được chọn, ta tạo ra các đường sao cho tổng bình phương các khoảng cách từ
các điểm đã được chọn đến đường đó là ngắn nhất.

5.2 Phương pháp và thuật toán

Ý tưởng sắp xếp đường này có thể nói là được ứng dụng từ lý thuyết trend
line trong xác xuất thống kê.
Phương pháp kẻ đường này được giải như sau: Ta đặt các điểm được
đánh dấu trên bản đồ lên một hệ toạ độ Oxy (sử dụng tọa độ đã lấy từ ứng
dụng Google Map) rồi vẽ từng đường “trend line" của từng nhóm điểm đã
được phân loại bằngphương pháp hồi quy tuyến tính. Tuy nhiên, nếu ta
chỉ dừng lại ở đây thì các đường thẳng thu được có thể sẽ quá lệch so với tập
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hợp điểm. Để giải quyết vấn đề này, ta có thể “ngắt khúc" tuyến đường bằng
cách cập nhật liên tục trendline với thuật toán như sau: ta lần lượt thêm một
điểm vào nhóm điểm đang xét rồi lần lượt kẻ trend line của nhóm điểm mới này,
sau đó tính đại lượng R2 (coefficient of determination - hệ số xác định) của các
điểm tới trend line đó. Nếu giá trị của đại lượng này nhỏ hơn một hằng số chọn
trước, ví dụ như 0.8, ta bỏ điểm vừa thêm vào, kẻ trend line của nhóm điểm
này, rồi chọn điểm vừa bị bỏ đi làm điểm bắt đầu mới. Ngược lại, ta lại lặp lại
thuật toán. Với điểm khởi đầu đầu tiên là một trong hai “mút" của đường cơ
bản, sau khi kết thúc thuật toán, ta sẽ được một đường gấp khúc vừa tối
ưu về mặt khoảng cách đến các điểm đông dân, nhưng cũng không
quá lệch so với tập điểm. Sau khi đã hoàn thành các tuyến đường, ta có thể
xây dựng các trạm bằng 2 cách:

1. Hạ đường vuông góc từ mỗi điểm đến đoạn đường gần nhất với nó. Nếu có
hai chân đường vuông góc quá gần nhau (khoảng cách giữa 2 trạm thường
là 700 - 1300 m). Nếu trên tuyến đường khoảng cách giữa các trạm còn
thưa ta có thể chia đều các tuyến đường thành các trạm, miễn sao các
trạm không quá khít nhau.

2. Chia đều từng đoạn đường với mỗi đoạn đường có độ dài trung bình từ
700-1300 m và dựng trạm ở các điểm đã chia.

Đối với tuyến đường tròn, ta sẽ xây dựng dựa tương tự như mô hình một.

5.3 Nghiên cứu, đánh giá, nhận xét

Mô hình thứ hai giải quyết các vấn đề của một bằng cách tạo ra đường gần sát
nhất (best-fit) với các nhóm điểm để làm tuyến đường, làm tuyến đường có tính
cơ động cao hơn.
Tuy nhiên mô hình hai cũng có những nhược điểm sau:

• không đảm bảo được tính ưu tiên cho các điểm quan trọng

• Dễ tạo ra các đường gấp khúc quá nhiều dẫn đến việc khó kiểm soát hình
dạng hình học của đường do đường được sinh ra theo một tập điểm cho
trước.

Để giải quyết các vấn đề của mô hình thứ 2, ta có thể có những cách sau:

• Bỏ bớt điểm để giảm độ phức tạp (có thể sử dụng hàm quan trọng được
định nghĩa ở mô hình 1)

• Cố định số lần gấp khúc, chia các điểm ở mỗi nhóm theo số lần gấp khúc
rồi vẽ trend line cho các nhóm nhỏ hơn này.

• Ta cũng có thể thử các giá trị R2 khác nhau với lưu ý là R2 càng gần 1
thì đường càng chính xác nhưng sẽ càng nhiều gấp khúc vì điều kiện khó
thoả hơn, còn càng thấp thì càng ít gấp khúc nhưng lại càng thiếu chính
xác với nhóm điểm.

11



• Một hướng cải tiến khác là sau khi ta đã tạo được các tuyến đường, ta có
thể đưa thêm vào các tiêu chí hình học (như trong bài báo metromulticri-
teria để chỉnh lại hình dạng của đường một cách hợp lý.

• Ta cũng có thể thay mô hình “tổng các bình phương từ điểm đến tuyến
nhỏ nhất" (Ordinary Least Squares) bằng các mô hình hồi quy tuyến tính
thoả mãn các điều kiện tối ưu khác.

6 So sánh hai mô hình

Mỗi mô hình đều có những ưu và nhược riêng. Những ưu và nhược này sẽ phụ
thuộc vào từng trường hợp cụ thể với các input khác, chẳng hạn cách chọn các
điểm quan trọng có thể khiến các ưu nhược được thể hiện rõ ràng hơn. Nói
chung, mô hình thứ hai có tính “cơ động" hơn mô hình thứ nhất vì không phải
cố định các trạm trước khi tạo ra tuyến đường, đồng thời yếu tố tối ưu ở mô
hình thứ hai được thể hiện một cách tường minh hơn qua đại lượng tổng bình
phương các khoảng cách từ các điểm quan trọng đến tuyến đường. Tuy nhiên,
mô hình thứ nhất dễ kiểm soát hơn mô hình thứ hai vì có thể bỏ điểm dựa trên
hàm quan trọng, đồng thời phương pháp xây dựng rõ ràng và dễ thực hiện hơn.
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Thuật toán phân loại điểm:

void hchieu ( f loat a , f loat b , f loat c , f loat x , f loat y , int& yhc )
{

yhc=(a∗a∗y−a∗b∗x−b∗c )/ ( a∗a+b∗b ) ;
}
int main ( )
{

f loat bien1 , bien2 , q , a , b , c ;
cout<<"Nhap␣vao␣tung␣do␣ bien ␣1␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>bien1 ;
cout<<"Nhap␣vao␣tung␣do␣ bien ␣2␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>bien2 ;
i f ( bien1<bien2 )

q=bien2 ;
else q=bien1 ;
cout<<"Nhap␣vao␣he␣ so ␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>a>>b>>c ;
int∗ p , ∗ x , ∗ y , ∗ miny ;
int∗ yhc ;
int j , t ;
cout<<"So␣ luong ␣diem␣muon␣nhap : ␣" ;
c in>>j ;
x= new ( nothrow ) int [ j ] ;
y= new ( nothrow ) int [ j ] ;
yhc= new ( nothrow ) int [ j ] ;
miny=new ( nothrow ) int [ j ] ;
i f (miny==0||x==0||y==0|| yhc==0)

cout<<"Error :memory␣ could ␣not␣be␣ a l l o c a t e d " ;
else
{

for ( int i =1; i<j +1; i++)
{

cout<<"Nhap␣vao␣ toa ␣do␣diem␣thu␣"<<i ;
hchieu (a , b , c , x [ i −1] , y [ i −1] , yhc [ i −1 ] ) ;

} ;
for ( int i =1; i<j +1; i++)
{

miny [ i−1]=q ;
for ( int k=1;k<j +1;k++)
{

i f (miny [ i−1]>yhc [ k ] )
{

miny [ i−1]=yhc [ k ] ;
t=k ;
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}
cout<<t ;

}
}

}

}

Thuật toán sắp xếp thứ tự các điểm:

void hchieu ( f loat a , f loat b , f loat c , f loat x , f loat y , int& yhc )
{

yhc=(a∗a∗y−a∗b∗x−b∗c )/ ( a∗a+b∗b ) ;
}
int main ( )
{

f loat bien1 , bien2 , q , a , b , c ;
cout<<"Nhap␣vao␣tung␣do␣ bien ␣1␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>bien1 ;
cout<<"Nhap␣vao␣tung␣do␣ bien ␣2␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>bien2 ;
i f ( bien1<bien2 )

q=bien2 ;
else q=bien1 ;
cout<<"Nhap␣vao␣he␣ so ␣cua␣duong␣thang : ␣" ;
c in>>a>>b>>c ;
int∗ p , ∗ x , ∗ y , ∗ miny ;
int∗ yhc ;
int j , t ;
cout<<"So␣ luong ␣diem␣muon␣nhap : ␣" ;
c in>>j ;
x= new ( nothrow ) int [ j ] ;
y= new ( nothrow ) int [ j ] ;
yhc= new ( nothrow ) int [ j ] ;
miny=new ( nothrow ) int [ j ] ;
i f (miny==0||x==0||y==0|| yhc==0)

cout<<"Error :memory␣ could ␣not␣be␣ a l l o c a t e d " ;
else
{

for ( int i =1; i<j +1; i++)
{

cout<<"Nhap␣vao␣ toa ␣do␣diem␣thu␣"<<i ;
hchieu (a , b , c , x [ i −1] , y [ i −1] , yhc [ i −1 ] ) ;

} ;
for ( int i =1; i<j +1; i++)
{
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miny [ i−1]=q ;
for ( int k=1;k<j +1;k++)
{

i f (miny [ i−1]>yhc [ k ] )
{

miny [ i−1]=yhc [ k ] ;
t=k ;

}
cout<<t ;

}
}

}
}

Thuật toán xác định định đường trend line:

void t r e nd l i n e (double ∗ x , double ∗ y , int n , double m, double k )
{

double a , b , c , d , e , f ;
double S=0,Sx=0,Sy=0,Sx2=0;
for ( int i =0; i<n ; i++)
{

S=S+x [ i ]∗ y [ i ] ;
Sx=Sx+x [ i ] ;
Sy=Sy+y [ i ] ;
Sx2=Sx2+x [ i ]∗ x [ i ] ;

}
a=n∗S ;
b=Sx∗Sy ;
c=n∗Sx2 ;
d=Sx∗Sx ;
m=(a−b )/( c−d ) ;
e=Sy ;
f=m∗Sx ;
k=(e−f )/n ;

}

Thuật toán tính Rsquared:

double RSquare ( int∗ x , int ∗y , int n , double a , double b) //a , b l a he so cua y=ax+b l a duong t r e n d l i n e
{

double Sy=0;
double S2=0;
double M=0;
for ( int i =0; i<n ; i++)

{
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cout<<"Nhap␣vao␣ toa ␣do␣diem␣"<< i+1<<"␣" ;
cin>>x [ i ]>>y [ i ] ;
Sy=Sy+y [ i ] ;
S2=S2+(y [ i ]−(a∗x [ i ]+b ) )∗ ( y [ i ]−(a∗x [ i ]+b ) ) ;

}
for ( int i =0; i<n ; i++)
{

M=M+(y [ i ]−Sy/n )∗ ( y [ i ]−Sy/n ) ;
}
double R=1−S2/M;
return R;

}

Thuật toán tìm đường đi tối ưu nhất:

void RSquare ( int∗ x , int ∗y , int n , double a , double b , double R)
//a , b l a he so cua y=ax+b l a duong t r e n d l i n e
{

double Sy=0;
double S2=0;
double M=0;
for ( int i =0; i<n ; i++)

{
cout<<"Nhap␣vao␣ toa ␣do␣diem␣"<< i+1<<"␣" ;
cin>>x [ i ]>>y [ i ] ;
Sy=Sy+y [ i ] ;
S2=S2+(y [ i ]−(a∗x [ i ]+b ) )∗ ( y [ i ]−(a∗x [ i ]+b ) ) ;

}
for ( int i =0; i<n ; i++)
{

M=M+(y [ i ]−Sy/n )∗ ( y [ i ]−Sy/n ) ;
}
R=1−S2/M;
cout<<"RSquare=␣"<<R;

}
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