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Tém tit ndi dung
Trong cudc séng, chiing ta rat hay gip nhitng bai toan lien quan dén
céc dd vat va viec biéu thi quan hé gitta nhitng d6 vat khac nhau. Vi vay,
céc nha toan hoc da dua ra mot mo hinh toan hoc chung dé giai quyét
nhitng bai toan nhu vay dé chinh 14 do thi. Do sy gin bé chit ché cia
né v6i cac bai toan thyc t& nén day 13 mot phan dude nghién ctu rat ki
trong khoa hoc may tinh va toan roi rac.

1 Db thila gi ?
1.1 Dinh va canh

Dé biéu dién mot do thi G va cac mébi quan hé ta ding hai tap mot 1a tap céc
dd vat ma ta can biéu dién quan hé (hoc sinh, diém giao trén duong) va quan
hé ctia ching (ban be, cac dudng nbi). Cac dod vat duge goi 1a tap cidc dinh V
va quan hé 1a tap cidc canh E. Néu e 1 mot canh clia do thi thi e s& c¢6 it nhat
hai tham s « va v biéu dién hai dinh ma canh néi. Tuy vao mo hinh céc canh
nay c6 thé c6 them nhing tham sé khac nhu huéng hay trong sb. Trong do
thi v6 hwéng néu ton tai mot canh e néi hai dinh w v v ta néi u va v ké nhau
va u va v lién thudc e.

nodes (or vertices)

\

edges
(or links)
e

Hinh 1: Dinh va canh.



1.2 Bac

Bac ctia dinh v hay deg, 1a s6 canh lién thuoc véi v. Tdng cac bac nay dugc
goi 1a dege hay bac ciia do thi G va bang 2% M v6i M 14 s6 canh. Béac ciia mot
dinh bi ¢6 lap 13 0. S6 dinh c6 bac 18 ludn 1a chin.

1.3 Cac loai d6 thi dac biét

1.3.1 Do thi day da

Day 1a loai do thi ma tat ci cac dinh déu c6 quan hé véi nhau va theo t6 hop
c6 ban s6 canh ctia mot dd thi day da N dinh 1a (Z;)

A X ®

Hinh 2: D6 thi day da

1.3.2 Do thi phang

Day c6 1é 1a loai dd thi c6 tng dung cao trong dsi sdng do tinh chit dic biét
clia n6 1 c6 thé bidu dién duge do thi nay trén miat phing ma khong cé hai
canh ndo cach cit nhau ngoai trit trén canh.

Khi biéu dién do thi nay trén mat phing ta c¢6 thé tinh duge s mién ma
céc canh nay chia ra theo cong thitc F = M — N + 1 v6i M la sb canh, N 1a s6

dinh va F' 1a s6 mién (Ty ching minh). Vigec nay rat hitu dung trong viéc dém
s6 mién duge chia bdi cdc dudng thang.

A 1] XY

Hinh 3: D6 thi phéng




2 Mot sé khai niém quan trong

2.1 Duodng di va chu trinh

Mot duong di tit w dén v 13 mot day cac dinh vg, vy, va,...vs trong v; c6 canh
n6i tryc tiép v;yq voi i < k, vg = u vA vy = v . Mot chu trinh 1a mot duong di
v6i vg = vg. Trong mot s6 trudng hop chu trinh hoic dusng di c6 thé doi hoi
khong di trung canh hoac dinh.

Hinh 4: Duong di trén do thi.

2.1.1 Duong di va chu trinh Hamilton

Mot chu trinh Hamilton 14 mot chu trinh di qua tit ca cac dinh mdi dinh mat
1an va quay lai dinh xudt phat. Duong di Hamilton 1a mot dudng di qua tit ci
céc dinh méi dinh mot 1lan. Bai toan kiém tra d6 thi ¢é ton tai chu trinh hoic
duong di Hamilton 13 mot bai toan thudc 16p NP day du, tic chua cé thuat
toan da thic dé giai quyét bai toan nay.

Tuy vay dinh 1§ Dirac da chf ra riing dd thi ¢6 bac nhé nhéit 16n hon hodc
bing mot nita s6 dinh (min deg, > N/2 v6i v € V) ludn ton tai chu trinh
Hamilton.



Hinh 5: Duong di Hamilton.

2.1.2 Chu trinh Euler

Mot chu trinh Euler 14 mot chu trinh di qua tat ca cac canh mdi canh mot 1an
va quay lai dinh xudt phat. Duong di Euler 15 mot dudng di qua tat ca cac canh
mbi dinh mot lan.

Khong nhu chu trinh Hamilton, ton tai mot thuat toan da thic dé tim kiém va
kiém tra ton tai mot chu trinh hosic dudng di Euler. Goi V'’ 1 tap dinh trong do
thi lién thude vé6i it nhat mot canh. Diéu kien dau tién, V’/ phai la mot thanh
phan lien thong. Piéu kien dé ton tai mot chu trinh Euler 1a deg,mod2 = 0 v6i
moi v € V' (a mod b 1 phép lay phan du khi chia a cho b). Diéu kién dé ton tai
mot dudng di Euler 13 ton tai nhidu nhat hai dinh v € V' sao cho deg,mod2 = 1
v6i moi v € V.
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Hinh 6: Chu trinh Euler.

2.2 Thanh phan lién théng

Trong d6 thi vo huéng, mot thanh phan lién thong 13 mot tap t6i da cac dinh
ma véi 2 cip dinh bat ki déu ton tai dudng di dén nhau. Ton tai mot va chi mot
cach phan hoach cic dinh ctia mot dd thi thanh cac thanh phan lién thong.

3 Do thi c6 huéng
Day 1a d6 thi ma mdi canh chi c6 thém mot tham s6 1a huéng tic canh u — v

khac canh v — u. D6 thi binh thudng 1a mot dang diic biét clia dd thi c6 huéng
khi v6i méi canh tit u — v ton tai canh v — w tuong Ung.



Hinh 7: D6 thi c6 huéng.

3.1 Thanh phan lién théng manh

Trong dd thi c6 huéng néu ta két ndi cac canh ma khong tinh dén huéng di ctia
chiing, ta sé c6 mot do thi vo hudng tuong tng goi 1add thi khung ctia do thi
c6 huéng. Mot dd thi ¢6 huéng c6 do thi khung lien thong chua han 13 mot do
thi lién thong. Vi vay ta c6 dinh nghia lién théng manh trong dd thi c¢6 huéng
13 mot tap cac dinh sao cho gitta hai dinh bét ki tdn tai duong di dén nhau.

Hinh 8: Thanh phan lién thong.

3.2 Bai toan 2-SAT

Mot vi du dién hinh clia tng dung do thi c6 hudng la bai toan 2-SAT hay 2-
satisfiability. Cho n bién dung sai lan lugt 1a z1, 29, ... ,, ta can kiém tra xem
¢ ton tai mot cach dit cac z; ding hofic sai sao cho thod mot day diéu kien A (4
z;V=E ;). Mot vi du ctia diéu kien ¢6 5 bién 1a (21 Vag)A(—xo V) A(—z4V —15).



Ta c6 thé thay mot didu kien z; V z; tuong duong véi didu kien sau (—z; — ;)
v (—z; — x;). Ta c6 thé thay day 1a mot didu kien kéo theo. Vi vay ta c6 thé
lap mot d6 thi ¢6 2 * n dinh tuong tng v6i 2 * n diéu kién dx; v cac canh ndi
¢6 huéng véi cac diéu kien kéo theo. Do hién nhién diéu kien x; vd —z; khong
thé cting xuét hién, ta c6 thé dua dén mot cach kiém tra cho bai toan 2-SAT
c6 nghiem hay khong bang céch kiém tra xem c6é ton tai mot thanh phan lién
thong manh chita cd x; 1An —z; hay khong.

Vi du: Ta xét mot diéu kien sau (zo V x2) A (2o V —x3) A (21 V —x3) va do
thi 2-SAT ctia n6 dudi day:

®
el

Hinh 9: D6 thi 2-SAT ctia bai toan.

Ta c6 thé thay do thi nay 13 mot do thi c6 huéng khong chu trinh nén ta c6
thé néi rang ton tai nghiém dé do thi nay thoa. Mot nghiém c6 thé 1a zg = True,
r1 = True, xo = True, x3 = False.

4 DO thi cé trong sb

4.1 Dudng di ngin nhét

Thay Diing mudn tham dy mot Hoi nghi vé Toan mo hinh & Cape Town, Nam
Phi. Tuy nhién, do khong c6 dudng bay théng tit Thanh phé H6 Chi Minh dén



Nam Phi nén thay Diing phai qua canh & hai thanh phé khac. Dya vao bang
sau day, hay giup thay Diing chon 16 trinh bay it tén kém nhét.

HCM | Chia- | Singa-| Santa | San Los Paris | Cape
ngmai| pore | Marta| An- An- Town
tonio | geles
HCM - 250 176 1039 | - - - -
Chiangmai | - - - - 1480 | 1565 | 647 -
Singapore | - - - - 1733 | - 546 -
Santa Marta | - - - - 540 769 - -
San Antonio | - - - - - - - 1103
Los Angeles | - - - - - - - 967
Paris - - - - - - - 2016
Cape Town | - - - - - - - -

Bai toan trén c6 thé duge dua vé mo hinh dd thi ¢6 trong s mot cach rat tuy
nhién: diing cac dinh dé biéu dién cac thanh phd va céc canh cé trong sb sé
tuong Wng véi gia tién ciia cac chuyén bay. Nhu vy, vé cd ban ta can tim dudng
di ngan nhat tit dinh HCM dén dinh CT ctia d6 thi sau. ("ngadn nhat" ¢ day
duge hiéu la duong di c¢6 tong trong s6 nhd nhat, tuong tng véi 16 trinh bay it
ton kém nhat)

LA

Thuat toan Dijkstra nay c6 nhiéu nét tuong ddng vdi thuat toan Jarnik-Prim,



dic biét 1a viec ap dung tu tuéng ctia thuat toan tham lam. Ta clng chon mot
dinh lam gbc 16i st dung phép t6 mau dé danh dau céac dinh da duge chon.

THUAT TOAN DIJKSTRA

input: mot do thi lien thong c6 trong s6 duong vd mot dinh 1lam gbce r.
output: ham predecessor p va hdm khoéng céch ¢ thod man ¢(v) chinh 1a
do dai ctia duong di ngan nhat tit r dén v.

1. cho p(v) :==0 va £(r) :==0,£(v) := o0,v € V\ {r}
2. while ¢6 mot dinh v chua duge t6 mau ma ¢(u) < oo do
chon dinh u sao cho £(u) nhé nhat

t6 mau u

oo W

for méi dinh v ké véi u chua duge t6 mau ma £(v) > £(u) + w(uv)
do

p(v) :=u va l(v) = l(u) + w(uv)
end for

end while

© »®» N

return(p, £)

Hay cuing ap dung thuat todn Dijkstra dé gitp thay Diing chon dudng bay tot
nhat! O day duong nhien ta sé chon HCM lam gbc. Bude 2, hién nhién chi ¢6
HCM thoa man ¢{(HCM) < oo nén ta chon va to mau HCM (xong bude 4).
Do £(CM) = £(SG) = co nén & bude 5 v 6 ta lan lugt gan p(CM) = p(SG) =
HCM va ¢(CM) = w(CM — HCM) = 250,4(SG) = w(SG — HCM) = 176.
Dén day quay lai buée 2.

Dé  ring chi c6 Chiangmai v& Singapore 1 thod man £ < oo, va do £(SG) <
£(CM) nén ta chon Singapore tiép theo. Xét cdc dinh ké v6i Singapore, ham
predecessor va ham khoang cach trd thanh:

p(SA) = p(PR) = SG
((SA) =176 + 1733 = 1909, {(PR) = 176 + 546 = 722

Ltc nay thi c6 ba dinh thod mén ¢ < oo la Chiangmai, San Antonio Paris. Dya
vao cac gia tri, dé dang chon Chiangmai tiép theo v cap nhat két qua:

p(LA)=CM

Bay gio cha y 1a ((CM) + w(CM — SA) = 1730 < ¢(SA) (bay Chiangmai-San
Antonio thi ré hon bay Singapore-San Antonio) cho nén ta thay ddi p(SA) =
CM. Do do:

L(LA) = 1565 4 250 = 1815, ¢(SA) = 1730



Tiép tuc nhu vay, £(PR) nhé nhét trong cac gia tri £ hitu han dang c6, cho nén
dinh tiép theo dugc chon 1a Paris. p va ¢ dugc cap nhat:

p(CT) = PR,

¢(CT) = ¢(PR) + w(PR — CT) = 722 + 2016 = 2738

Lip lai cac thao tac trén mot vai lan nita, cubi cing ham p va £ cla ta sé tré
thanh:
p(CM) = p(SG) = p(SM) = HCM, p(SA) = SM,

Vay chuyén bay li tuéng nhat 13 HCM-Santa Marta-San Antonio-Cape Town.

5 Cay

Cay 13 mot dd thi vo hudng lien thong khong c¢é chu trinh. Mot dinh bac mot
trén cay goi la 1a. Mot cay c6 N dinh thi sé ¢c6 N — 1 canh. Giita hai dinh ton
tai mot va chi mot duong di don.

TYYY %

Hinh 10: D6 thi cay.

Cay c6 gbc la cay c6 mot dinh goi 1a gbc va cac canh duge dinh hudéng
theo dudng di don tir gbc t6i cac dinh khac. Néu trén duong di tir dinh gbc t6i
dinh y bat ki di qua dinh z thi ta c6 thé goi = la cha ciia y.

10



Hinh 11: Cay c6 gbc.

Cay khung mot do vo huéng lien thong 13 mot cay tao ra bang cach xoa
mot s6 canh trong do thi gbc.

Q @)

Hinh 12: Cay c6 hudng.

5.1 Cay khung nhé nhét

Cac ki su ctia PIMA can thiét 1ap mot hé théng duong day dién & Viet Nam,
két nbi cac thanh phé Ha Noi, Cao Bing, Lang Son, Lao Cai, Dién Bién dén
Nha may thiy dién Son La. Vi tr vd khoang cach gitta cac thanh phd dugc thé
hién qua so do sau. Hoi lam thé nao dé xay dung duge mot dudng day véi téng
khodng céch két ndi 14 ngan nhat?

11



- ®

HN SL CB LS DB LC
HN 0 217 187 127 295 228

SL - 0 311 312 101 144
CB - — 0 95 337 219
LS - — — 0 364 261
DB - - — — 0 123
c - - - - — 0

Ta c6 thé dua bai toan trén vé dang mot do thi co trong sb véi cac dinh
tuong tng v6i cac thanh phd (HN, SL, CB, LS, DB, LC). Ta can tim mot do
thi con bao triim va lién thong véi tdng cac trong sé 1a nhé nhat. Béi vi cac
trong s6 tuong tng véi khodng cach giita hai thanh phd, 1a cic s6 duong, nén
d6 thi con can tim 14 mot cay bao trium. Bai toan trén 1a mot trudng hop cu
thé ctia bai todn tim cay bao triim c6 téng trong sé6 nhé nhat trong mot do thi
lién thong c6 trong sb.

Trong thuat toan nay, ta chon mot dinh bat ki lam gbc (root) ctia cay T. Goi

E(T) 1a tap hop cac canh ¢6 mot dau mit thuoe 7' nhung ban than canh dé
khong thuoe 7. O mdi budc, ta them vao T canh ¢6 trong sd nhé nhat trong
E(T). Ta t6 mau cic dinh ctia T, vd & mdi bude thi véi méi dinh v chua duge
t6 mau, ta sé gan cho mot "gia tri" ¢(v), chinh la trong s6 nhd nhat ctia canh
néi v véi mot dinh v da duge t6 mau. Sau d6, ta chon u lam "cha" clia v va
dat ham predecessor p(v) = u). Luu § ring ban dau mdi dinh c6 gid tri 1a vo
ciing va khong c6 cha. Hai thong sb p va ¢ duge cap nhat lien tuc § mdi bude
cua thuat toan.

12



Hinh 13: Ban dé Viet Nam.

THUAT TOAN JARNIK-PRIM

input: mot do thi lien thong c6 trong s6 G.

output: mot cay bao trum ctia G c6 tong cac trong s6 nhd nhéat, ham
predecessor p, va "trong lugng" ctia cay w(T) (chinh la tdng céc trong sb).

—_

cho p(v) :==0 va c(v) :=c0,v € V va w(T) :=0

2. chon mot dinh r bat ki lam gbc

e(r):=0

while ¢6 mot dinh chua duge t6 mau do

chon dinh u sao cho ¢(u) nhé nhat

t6 mau u

for mdi dinh v chua duge t6 mau ma w(uv) < ¢(v) do

p(v) = u va ¢(v) := w(uv)

© »® N o oo W

w(T) :=w(T) + c(u)
10. end for
11. end while

12. return(p, w(T))

Hay cting 4p dung thuat toan Jarnik-Prim dé gidi quyét bai toan dudng day
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dién néu treén.

Buéc 1, ta chon Son La lam gdc, lic ndy chua c6 dinh ndo dude t6 mau. Vi
¢(SL) = 0 va ¢(v) = oo v6i moi v # SL, Son La chinh 1a dinh u duge chon 6
bude 5. Tat ca cac dinh khac nhan SL lam cha. Bay gio ta luu § cac gia tri clia
cic dinh chua duge t6 mau nhu sau:

¢(HN) =217, ¢(CB) = 311, ¢(LS) = 312, ¢(DB) = 101, ¢(LC) = 144

Lic nay w(7T) van bing 0.
Dua vao cac gia tri trén, ta sé chon Dién Bién lam dinh dé t6 mau tiép theo.
Ham predecessor va ham gia tri thay doi thanh:

p(HN) = SL, p(CB) = SL, p(LS) = SL, p(LC) = DB
c(HN) = 217, ¢(CB) = 311, ¢(LS) = 312, ¢(LC) = 123
w(T) = 101

Ta thay ring c¢(LC) 1a nhd nhat trong cac gia tri trén, vay ta chon Lao Cai lam
dinh tiép theo dugc t6 mau. Ham predecessor va ham gid tri tré thanh:
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p(HN) = SL, p(CB) = LC, p(LS) = LC
¢(HN) = 217, ¢(CB) = 219, ¢(LS) = 261
w(T) = 101 + 123 = 224

Ctt tiép tuc quéa trinh trén cho dén khi tat ca cac dinh déu dugc t6 mau. Cudi
cling ta sé thu duge mot cay bao triim c6 tong do dai w(7T) = 663km. Hinh sau
day mo ta thi ty duge chon ctia cac canh va dinh.

6 Do thi hai phia

D6 thi hai phia 13 dd thi tdon tai mot cach phan tap dinh thanh 2 tap X va Y
sao cho khong ton tai canh ndi u v v sao cho u € X va v € Y. D6 thi hai phia
thuong dé biéu dién quan hé ghép cip hoic tuong thich giita hai tap do vat.
Mot do thi 14 dd thi hai phia khi v& chi khi dd thi khong ton tai chu tinh do dai
1é.

Hinh 14: D6 thi hai phia.
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Mot bo ghép trong do thi hai phia 13 mot tap con cac canh ctia do thi sao
cho khong ton tai mot dinh ctia d6 thi lien thudc qua 1 canh trong tap dudc
chon.

X Y X Y X Y

I 5 1 5 1 5

2 6 2 6 3 6

3 7 3 7 3 7

4 8 4 8 4 8
(a) (b) (©)

Hinh 15: Bo ghép trong do thi hai phia.

Mang luéi

7 Mot s6 dinh nghia va dinh Iy quan trong

7.1 Lat cat canh

Cho dd thi G va X, Y C V(QG) la cac tap hop dinh ctia G (X va Y khong nhat
thiét roi nhau). Ta ki hieu F[X,Y] 1a tap hgp céc canh ctia G ¢6 mot dinh
thudce X va dinh con lai thuoe Y. Khi Y = V(G) \ X, tap hop E[X,Y] khi d6
dugc goi 14 mot 1at cat canh ciia G tng véi X, va duge ki hieu bai 9(X). Dat
d(X) = |0(X)] thi d(X) dugc goi 1a bac cta tap hop dinh X.

u u u
v v v
L Yy €T Yy € Y
O(u) A(u,v) O(u,x)

Trong do thi c6 huéng, ta ding ki hisu A(X,Y) dé chi tap hgp cac cung c6
dinh dau thuoc X va dinh cudi thuoc V. Néu YV = V' \ X, ta goi A(X,Y)
la lat cat ngoai ctia D tng véi X va ki hieu la 91 (X). Tuong tu nhu vay,
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A(Y, X) dugc goi la 1at cat trong ting v6i X va duge ki hieu 9~ (X). Ro rang
OM(X)=0"(V\X). d"(X) = |0F(X)| dugc goi 1a bac ngoai cia X. d~(X)
dugce dinh nghia tuong tu va dude goi 1a bac trong ctia X. Néu X = {z} chi
gdm mot dinh thi ta chi ki higu don gian d*(z) va d=(z).

7.2 Mang van tai

Cho do thi ¢6 huéng D. Dinh z € A(D) dudc goi 13 dinh phat néu nhu
d~(z) = 0 (z ¢6 bac trong bang 0), va y dudc goi 1a dinh thu néu d*(y) = 0.
mang luéi N := N(z,y) 1a mot do thi c6 huéng véi dinh phat = va dinh thu y,
cting v6i mot ham s6 ¢ xac dinh trén tap hop cung ctia do thi. Cac dinh khac x
va y dugce goi 1a dinh trung gian, vA thuong duge ki hieu bai I (viét tét clia
intermediate vertices). Ham s6 ¢ duge goi 1a ham ning suét ctia N va v6i moi
cung a thi gia tri c(a) dugc goi la ning suat (hay kha nang théng qua) ciia
a.
Céau tric ctia mang luéi trong 1y thuyét do thi c6 nhiéu nét tuong dong véi mo
hinh van chuyén hang héa trong cudc sdng, trong dé z tugng trung cho nha san
xuét, y 1a thi trudng tiéu diing v ham c thé hién ning suédt van chuyén.

7.3 Ludng

Cho f 13 mot ham s6 xac dinh trén tap hop cung A ctia mang luéi N. V6i mdi
S C A, taki higu tong > f(a) béi f(S). Ngoai ra, véi mdi tap hop dinh X C V,
a€esS

ta dat
FHX) = fOH(X)) va f7(X) == f(07 (X))

Mot ludng-(z,y) (hay goi tit 1 ludng) trong N 13 mot ham s6 thiye khong am
f xéc dinh trén A thoéa man:

1. fflo)=f (W)Vovel
2.0< f(a) <c(a)Vaec A

Ta c6 thé hiéu gia tri f(a) la dung lugng ciia ludng qua cung a, v ding thiic
& 1. néi ring dung luong ludng vho mot dinh trung gian phai bing dung lugng
ludng ra khéi dinh dé. Ngoai ra, mot diéu kién quan trong nita 1a dung lugng
ludng qua mot cung khong thé viust qua nang suit clia cung d6 (diéu kien 2.).
Mbi mang lu6i déu ton tai it nhat mot luong, vi du luong f x4c dinh béi f(a) := 0
v6i moi a. Hinh sau day mo t4 mot ludng "khong tam thudng", trong dé dung
lugng ctia ludng qua mdi cung duge t6 dam bén canh ning suit ctia cung do.
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Néu X 1a tap hop mot s6 dinh cia N va f 1a mot ludng trén N, thi ta goi
fH(X) = f(X) la dung luong luong ra khéi X va f~(X)— fT(X) 1a dung liong
luong di vao X. Khong khé dé thay ring, véi moi luong-(z, ), dung lugng ludng
ra khoi 2 bing dung lugng ludng di vio y. Ta goi gia tri cia fT(z) — f~(x) (hay
f~(y) — ft(y)) 1a téng ludng tir = t6i y (hay don gian la tdng ludng), va
duge ki hieu 1a (f) (viét tat clia value).

Ta c6 ménh dé quan trong sau day thé hien mdi quan hé gitta téng ludng va
mot tap dinh X bat ki.

MENH DE 3.1
Vé6i moi ludng f trong mang lugi N(z,y) vh bat ki tap dinh X C V sao
choze X vaiyeV\ X, tacod

(f) = f1(X) = f7(X)

Luodng f dugc goi la ludng cuec dai néu nhu khong ton tai mot ludng nao khac
c6 téng ludng 16n hon.

7.4 Lat cit

Mot lat cat trong mang ludi N (z,y) 1a mot 1at cit ngoai 91 (X) sao cho x € X
vay € V\ X. Nang suat ciia mot lat cit K := 07(X) la tdng nang suat ciia
cac cung thudc K, va duge ki higu béi (K). Trong hinh dudi day, cac dudng in
dam biéu dién mot 14t cit 07 (X), trong d6 X la cac dinh duge t6 dam. Nang
suat clia 1at cit trong hinh 1 3+741+5=16.
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Vé6i mbi cung a, ta goi a 1a rong néu f(a) = 0, duong néu f(a) > 0, bio hoa néu
f(a) = c(a) va chua bio hoa néu f(a) < c(a). Dinh 1y sau day cho ta mot quan
heé hét sitc quan trong giita tong ludng va ning suit clia mot 1at cit bat ki.

DINH LI 3.2
Cho luong f va mot 1at cat bat ki K := 97 (X) trong mang lusi N. Khi
do:

(f) < (K)

Déng thitc x4y ra khi va chi khi tat ca céc cung trong K 1a bio hoa, va tat
cé cac cung trong 0~ (X) 1a rong.

Lat cit K dugc goi 1a lat cit cuc tiéu néu nhu khong ton tai mot 1at cit nao
khac trong N c6 ning suat nhé hon.

HE QUA 3.3
Cho f 1a mot ludng va K 1a mot lat cat trong N. Néu (f) = (K) thi f 1a
mot luodng cyc dai va K 1a mot 1at cit cuc ticu.

7.5 Dinh li Ludng cuc dai-Lat cit cuc tiéu

Cho f 1a mot ludng trong N(z,y) va mot dudng di P bat ki trong N xuét phat
tit z (dudng di nay khong nhat thiét phai 1a duong di c¢6 hudng). V6i mdi canh
u;u;1 trong P tuong tng v6i cung a trong N, ta goi a 1a cung thudn néu o di
£ u; t61 uiy 1, vA a la cung nghich néu nguge lai. Ta gan cho P mot gia tri e(P)
dinh nghia nhu sau:

€(P) := min{e(a) : a € A(P)}

trong do

(@) c(a) — f(a) néu a la cung thuan
e(a) := )
f(a) néu a la cung nghich
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Y nghia ctia dai lugng €(P) nay la gi? Day chinh la gi4 tri 16n nhit ma ta c6 thé
ting vao dung lugng ludng qua P ma khong lam anh huéng dén hai diéu kién
co ban clia luong. Dudng di P dudc goi 1a bao hoa néu ¢(P) = 0 va chua bao
hoa néu €(P) > 0 (n6i cach khéc, tat ca cung thuan ctia P déu chua bdo hoa
va tat cd cung nghich déu duong). N6i mot cach don gidn, mot dudng di chua
bao hoa thi chua duge st dung hét ning suat. Dudng di ting 13 mot dudng
di chua bao hoa tit x t6i y. Trong vi du sau day, dusng di P := xvivsv3y 1la mot
duong tang. Céac cung thuan ctia P 1a zv; va vsy, va €(P) = min{5,2,5,4} = 2.

-

1 23 ta 292 Vs

Duong di ting trong mot mang ludi ¢6 vai trdo rat quan trong vi né cho ta biét
lieu f c6 phai la mot ludng cie dai hay khong. Bing cich ting thém e(P) vao
ludng di qua P, ta c¢6 thé thu duge mot ludng méi f/ véi téng luong 16n hon.
Cu thé, xac dinh f’ nhu sau:
f(a) +€(P) néu a la cung thuan
f'(a) :=< f(a) —€(P)  néu ala cung nghich
f(a) néu a khong thuoc P

Ta c6 ménh dé sau day.

MENH DE 3.4

Cho f 1a mot ludng trong mang lugi N. Néu ton tai mot duong di tang P,
khi d6 f khong phai la ludng cuc dai. Cu thé, ludng f’ xac dinh nhu trén
c6 tong luong (f') = (f) +€e(P) > (f).

Trong do thi minh hoa & trén, sau khi bién ddi ludng f thanh ludng f thi mang
ludi thu duge sé la:
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Vi 23 Vi 292 Us

Diéu gi sé xay ra néu nhu trong mang ludi khong c6 dusng di tang? Ménh dé
sau day sé gidi quyét van dé nay.

MENH DE 3.5
Cho f 1a mot ludng trong mang ludi N(z,y). Gia sit khong ton tai duong
di tang trong N. Goi X la tap hgp cac dinh t6i duge tit = bdi mot dudng
di chua bao hoa, va dit K := 01 (X). Khi d6 f 1a ludng cyc dai va K 1a
14t cdt cuc tidu.

Hé qua quan trong ctia ménh dé 3.4 va ménh dé 3.5 1a dinh 1i sau day, dudc
phat hién doc lap bdi Elias et al. (1956) va Ford-Fulkerson (1956).

DINH LI LUONG CUC DAL-LAT CAT CUC TIEU
Trong mot mang luéi bat ki, tong ludng ctia ludng cuc dai bing véi ning
suét ciia 1at cdt cuc tiéu.

8 Bai toan tim cip ghép 16n nhat
8.1 Thuat toan Fork-Fulkerson

Dinh li sau day la hé qua truc tiép tit ménh dé 3.4 va ménh dé 3.5.

DINH LI 3.6
Trong mang luéi, mot ludng 14 cyc dai néu va chi néu khong ton tai dudng
di ting tng véi ludng do.

Dinh i nay 1a tién dé cho thuat toan tim ludng cuc dai trong moét mang ludi.
Bét dau véi mot ludng f bat ki cho trude, chdng han ludng 0, ta tim mot dudng
di ting bing mot thuat todn tim cay. Mot cay c6 gbe x T dudce goi la cdy chua
bdo hoa néu nhu véi moi v € T, duong di zTv 1a chua bao hoa (dudng di vo
huéng). Sau day 1a vi du vé mot cay chua bao hoa (cac canh duge t6 dam).
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Bit dau thuat toan, cay T chi bao gdm duy nhat mot dinh z. Tai mdi budc,
6 hai céach ta c6 thé mé rong cay nay. Néu ton tai mot cung chua bao hoa a
trong 01 (X), véi X = V(T), thi ta them cd a va dinh cudi cta a vao T (dinh
dau ctia a da thuoe T vi a € 07 (X). Tuong ty, néu c6 mot cung duong a trong
07 (X) thi ta ciing them ca a va dinh cudi ctia a vao T. Dén cudi qua trinh,
néu T dén dugc y (y thuoc T) thi Ty 1a mot dudng di tang, va ta thay f boi
f' xac dinh nhu trén. Néu qué trinh dimg lai ma T khong dén duge y, thi T 1a
mot cay chua bdo hoa cyc dai, vA mdi cung trong 97 (X) déu 1a cung bao hoa,
ciing nhu mdi cung trong 0~ (X) la cung rong (chi y ta van diing X dé chi tap
dinh V(T) ctia T). Dén day ta c6 thé két luan tit dinh 1i 3.2 réing f 1a ludng cuc
dai va 0% (X) 1a 1at cat cuc tiéu.

THUAT TOAN FORD-FULKERSON
input: mang luéi N := N(z,y) va ludng f trong N.
output: ludng f cyc dai va 14t cit 07 (X) cue tiéu trong N.

1.
2.

No ok W

cho X := {x},p(v) :==0,v eV

while ¢6 mot cung chuwa bado hoa a := wv hodc mot cung duong
a:=u véiue X vaveV\Xdo

X =X U{v}
p(v) == u

end while

if y € X then

tinh €(P) := min{e(a) : a € A(P)}, trong d6 P la dudng di zy trong
cdy vita tim & trén v6i ham predecessor p

v6i mdi cung thuan a cta P, f(a) := f(a) + ¢(P)
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9. v6i moéi cung nghich a ctia P, f(a) := f(a) — e(P)
10. tré lai 1l

11. end if

12. return(f, 0" (X))

V3 V3

(a) ludng f, (b) cay chua béo hoa, (c¢) dudng di tang, (d) duong di sau khi
thay ddi, (e) cay chua bao hoa cyc dai khong chita y, (f) 1at cit cuc tiéu

LUU Y: Néu tat ci gia tri ciia niang suit déu nguyen hoic hitu ti thi thuat toan
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sé dimg sao hitu han budc. Tuy nhién, diéu d6 chua chic ding néu cé ning suit
nhan gia tri vo ti.

8.2 Bai toan tim cap ghép 16n nhét

Nam 2015, ¢6 2500 hoc sinh trén toan thé gidi dude nhan vao trudng Dai hoc
Chicago (The University of Chicago). Trudng c6 tong cong 9 ki tic x4, va mdi
hoc sinh dugce dang ki v6i trudng ki tiic x4 ma minh mudn §. Bang sau day cho
ta biét lugng hoc sinh t6i da ma mdi ki tic x4 c6 thé chia. Hay tim mot cach
s&p xép sao cho ¢6 nhiéu hoc sinh duge vao ki tic x4 minh dang ki nhat c6 thé.

Blackstone 120
Broadview 145
International House 500
Max Palevsky 200

Snell - Hitchcock 175
Burton - Judson 210
Stony Island 280

Renee Granville - Grossman 270
Campus North 600

Mot céch tu nhién, ta sé nghi dén mo hinh do thi bao gom céc dinh biéu dién
hoc sinh va ki tic x4, va canh néi hoc sinh z véi ki tic x4 y néu va chi néu
x chon y lam noi minh muén &. Tuy nhién, mo6 hinh nay vin 14 mot do thi vo
huéng, va dé tim cach sip xép hoc sinh-ki ttic x4 t6i wu la tuong dbi phitc tap.
Ta sé chuyén mo hinh nay thanh mot mang luéi nhu sau:

e Thém dinh phat s va dinh thu ¢.

e Noi s dén tat ci cac dinh biéu dién hoc sinh sao cho s la dinh dau, dong
thai tat ca cac cung sz, véi z 1 hoc sinh bat ki, c6 nang suat 1.

e Néi t dén tat ci cac dinh biéu dién ki tic x4 sao cho t 1 dinh cudi, dong
thoi tat cd cac cung yt, véi y 1a ki tic x4 bat ki, c6 ning suat 1.

e V6i mbi hoc sinh x chon ki ttc x4 y, ta cho x 1a dinh dau va y 1a dinh
cudi, dong thoi cung zy c6 nang suit 1.
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students dorms

Bing cach dua vé mo6 hinh nay, ta di dua bai toin ban dau vé bai toan tim
ludng 16n nhat ctia mang luéi N (s,t) nhu trén (tai sao?), va hoan toan c6 thé
gidi dugc bing thuat toan Ford-Fulkerson.
Bai toan trén 1a vi du dién hinh ctia mot tng dung quan trong ctia mang ludi:
tim cap ghép 16n nhat trong do6 thi hai phe.

Cap ghép hoan hao i cip ghép pht hét tat ca cac dinh. Néi cach khéc,
mdi dinh ctia dd thi thudc ding mot canh trong cip ghép hoan hio.
Cap ghép 16n nhat la cip ghép chita nhidu canh nhat c6 thé. Cap ghép tbi
da M 1a cidp ghép ma néu ta thém mot canh chua thudoe M vao M thi tap
hop canh thu dugc khong con 1a mot cip ghép. R6 rang mot cip ghép 16n nhét
thi t6i da, nhung dié¢u ngugc lai chua chic ding. Vi du say day chiing t6 didu nay.

o W

Hién nhién, néu ton tai mot cap ghép hoan hao thi né cling 1a cap ghép lén
nhéat (nhu hinh bén trai ctia vi du trén).
Tit nhitng dinh nghia trén, ta c6 thé téng quat hoéa bai toan hoc sinh-ki tiic x4
tren thanh bai toan tim cip ghép 16n nhat trong mot do thi hai phe G[X,Y].
Céch lam ciing hoan toan tuong tu, ta c6 thé thém vao dinh phat va dinh thu
roi chuyén do thi vo huéng thanh dd thi c6 huéng véi cac canh cé ning suét 1.
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