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Giải tích một và nhiều biến 
Vũ Đức Tài 

 

 

 

A. Giải tích một biến: 
I. Một số khái niệm quan trọng: 

1. Điểm tụ của một tập hợp: 

Định nghĩa: Điểm 
0x   được gọi là điểm tụ (hay điểm giới hạn) của tập hợp U   nếu mọi 

lân cận V  của 
0x  đều chứa ít nhất một điểm của U  khác 

0x , tức là   0\V U x   với mọi 

lân cận V  của 0x  . 

 

2. Vô cùng bé và vô cùng lớn: 

2.1. Định nghĩa: 

Cho tập hợp U  có điểm tụ 
0x  và hàm số :f U  . 

Ta nói f  là một vô cùng bé (VCB) khi 0x x  nếu  
0

lim 0
x x

f x


 . 

Ta nói f  là một vô cùng lớn (VCL) khi 0x x  nếu  
0

lim
x x

f x


  . 

 

2.2. Tính chất: 

 i  Nếu ,f g  là những VCB tại 0x  thì ,f g fg  cũng là những VCB tại 0x . 

 ii  Nếu ,f g  là những VCL tại 0x  thì fg  cũng là VCL tại 0x . 

 iii  Nếu f  là một VCB tại 0x , g  là một hàm số bị chặn trong một lân cận V  nào đó của 0x thì 

fg  cũng là VCB tại 0x . 

 iv  Nếu f  là VCL tại 0x  thì 
1

f
 là VCB tại 0x . 

2.3. So sánh các vô cùng bé: 

Định nghĩa: Cho ,f g  là hai VCB tại 0x . Giả sử 
 

 0

lim
x x

f x
l

g x
 . 

 i  Nếu 0l   thì ta nói f  là VCB bậc cao hơn VCB g  (hoặc g  là VCB bặc thấp hơn VCB f ) 

và ký hiệu là  f o g
 
 

 ii  Nếu 0 l    thì ta nói  ,f g  là hai VCB cùng bậc. Đặc biệt khi 1l   ta nói ,f g  là hai 

VCB tương đương và ký hiệu f g . 

 iii  Nếu l    thì f  là VCB bậc thấp hơn VCB g . 
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Chú ý: Nếu không tồn tại 
 

 0

lim
x x

f x

g x
 thì ta nói ,f g  là hai VCB không so sánh được. 

Từ định nghĩa ta thấy nếu , ,f g h  là những VCB khi 0x x  và ,f g g h  thì f h . 

 

2.4. Ứng dụng VCB tương đương để khử dạng vô định: 

Mệnh đề: Giả sử , , ,f g f g  là những VCB tại 
0x  và ,f f g g . Khi đó: 

 

 

 

 0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x 
  nếu một trong hai giới hạn này tồn tại. 

Chú ý: Nếu    ,x x   là hai VCB khi 
0x x  và     x o x   thì      x x x   . 

Như vậy, trong quá trình khử dạng vô định 
0

0
 nếu tử số hoặc mẫu số là tổng của các VCB thì ta 

có thể thay bằng các VCB tương đương bằng cách bỏ đi các VCB bậc cao. 

Kỹ thuật này có thể kết hợp với khai triển Taylor để tìm giới hạn (sẽ được trình bày ở phần sau). 

 

II. Phép tính vi phân hàm một biến: 

1. Đạo hàm cấp một: 

1.1. Khái niệm: 

Định nghĩa: Giả sử  : ,f a b  . Ta nói rằng f  có đạo hàm tại điểm  0 ,x a b  nếu tồn tại 

giới hạn (có thể vô hạn):  
   0 0

0
0

lim
h

f x h f x
f x

h

 
   

 0f x  được gọi là đạo hàm của hàm số f  tại điểm 0x  

Trong trường hợp  0f x  hữu hạn ta nói f  khả vi tại 0x . Nếu f  khả vi tại mỗi điểm 

 ,x E a b   thì ta nói f  khả vi trên E . 

 

Chú ý: 

a. Ta có thể định nghĩa đạo hàm một phía như sau: 

  
   0 0

0
0

lim
h

f x h f x
f x

h


 
    (đạo hàm phía phải) 

  
   0 0

0
0

lim
h

f x h f x
f x

h


 
     (đạo hàm phía trái) 

f  có đạo hàm tại 0x  nếu và chỉ nếu f  có đạo hàm hai phía và bằng nhau    0 0f x f x 
   

b. Ta nói rằng f  khả vi trên đoạn  ,a b  nếu nó khả vi trên  ,a b , có đạo hàm phía phải hữu hạn 

tại a  và có đạo hàm phía trái hữu hạn tại b . 

 

1.2. Định lý: Nếu f  khả vi tại  0 ,x a b  thì f  liên tục tại 0x . 
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1.3. Các quy tắc tính đạo hàm: 

(i) Đạo hàm có tính chất tuyến tính, tức là        af bg x af x bg x      với ,a b  

(ii) Công thức đạo hàm của tích:            fg x f x g x f x g x     

(iii) Công thức tính đạo hàm của thương:  
       

 2

f x g x f x g xf
x

g g x

   
 

 
 

 (iv) Công thức đạo hàm của hàm số hợp: Nếu f  liên tục trên  ,a b , khả vi tại  ,x a b , g  xác 

định trên khoảng I  chứa miền giá trị của f  và g  khả vi tại  f x  thì hàm số hợp h g f  khả 

vi tại x  và          .h x g f x g f x f x
       

(v) Công thức đạo hàm của hàm số ngược: Nếu  y f x  khả vi trong lân cận  ,a b  của 0x  sao 

cho f   liên tục trong  ,a b  và  0 0f x   thì tồn tại hàm số ngược  1x f y  trong lân cận 

nào đó của 0y , 1f   khả vi tại  0 0y f x  và  
 

0

0

1
x y

f x
 


 

2. Đạo hàm cấp cao: 

 Ta xác định    3
, , , ,...,

n
f f f f f   trong đó  1i

f


 là đạo hàm của  i
f  ( 0, 1)i n   với quy ước 

 0
f f . Khi đó  n

f  được gọi là đạo hàm cấp n  của f . 

 

3. Các định lý cơ bản của đạo hàm (trên đoạn đóng hữu hạn): 

3.1. Định lý Fermat: 

Nhắc lại về cực trị địa phương: 

Hàm f  đạt cực đại (tiểu) địa phương tại 0x  nếu tồn tại một lân cận   của 0x  sao cho: 

    0f x f x    (    0f x f x  )   x   

Hàm f  đạt cực trị địa phương tại 0x  nếu tại đó f  đạt cực đại hoặc cực tiểu địa phương. 

 

Định lý Fermat: Giả sử f  xác định trên  ,a b  và có cực trị địa phương tại  0 ,x a b . Khi đó, 

nếu f  có đạo hàm tại 0x  thì  0 0f x 
 

 

3.2. Định lý giá trị trung gian:  

Cho  : ,f a b  , f  liên tục trên  ,a b . Khi đó, với mọi c  nằm giữa    ,f a f b  tồn tại 

 0 ,x a b  sao cho  0f x c . 

 

3.3. Định lý Cauchy:  
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Giả sử  , : ,f g a b  , liên tục trên  ,a b , khả vi trên  ,a b . Khi đó, tồn tại  0 ,x a b  sao 

cho:            0 0. .f b f a g x g b g a f x           

 

3.4. Định lý Rolle:  

Cho  : ,f a b  ;    f a f b , f  liên tục trên  ,a b , khả vi trên  ,a b  thì tồn tại  0 ,x a b  

sao cho  0 0f x 
 

 

3.5. Định lý về gia số của Lagrange (hay định lý giá trị trung bình):  

Giả sử  : ,f a b  , liên tục trên  ,a b , khả vi trong  ,a b . Khi đó, tồn tại  0 ,x a b  sao cho:  

          0f b f a b a f x    

Hệ quả: Giả sử f khả vi trong  ,a b  

 
  0f x    ,x a b   f  không giảm 

 
  0f x    ,x a b   f  tăng 

 
  0f x    ,x a b   f  là hằng số 

 
  0f x    ,x a b   f  không tăng 

 
  0f x    ,x a b   f  giảm 

 

3.6. Định lý giá trị trung gian của đạo hàm:  

Giả sử f  khả vi trên  ,a b  và    f a f b   . Khi đó, tồn tại  0 ,x a b  sao cho  0f x    

Hệ quả: Nếu f  khả vi trên  ,a b  thì f   không có gián đoạn loại một. 

 

4. Quy tắc L'Hospital: 

4.1. Định lý: 

Định lý: Giả sử ,f g  là hàm thực khả vi trong  ,a b  và   0g x   với mọi  ,x a b , trong đó 

a b     . Giả sử có: 
 

 
lim
x a

f x
l

g x





  (hữu hạn hoặc vô hạn) 

Nếu    lim lim 0
x a x a

f x g x
  

   hoặc  lim
x a

g x


   hoặc   thì 
 

 
lim
x a

f x
l

g x
  

Kết quả tương tự cũng đúng nếu x b . 

 

Chú ý: 
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a. Khi gặp giới hạn hai phía 
 

 0

lim
x x

f x

g x
,  0 ,x a b  thì ta vẫn có thể áp dụng quy tắc L'Hospital 

nếu các giả thiết trong quy tắc thỏa mãn khi x  tiến đến 
0x theo cả hai phía trái và phải. 

b. Có trường hợp tồn tại 
 

 0
lim
x

f x

g x
, nhưng không tồn tại 

 

 0
lim
x

f x

g x




. 

c. Quy tắc L'Hospital có thể áp dụng nhiều lần. 

 

4.2. Ứng dụng Quy tắc L. Hospital trong tìm giới hạn: 

Ví dụ 1: 
2

0 0

3 1 3 ln3 ln3
lim lim log 3

2 1 2 ln 2 ln 2

x x

x xx x 


  


 

Ví dụ 2: 
2

3 3 3

ln 2ln 2
lim lim lim 0

3 9x x x

x x

x x x  
    

 

5. Công thức Leibniz: 

Cho tập mở U R , , :f g U   là 2 hàm khả vi cấp n  trên U . Khi đó:  

    
 
         

0

n
n k n kk

n

k

fg x C f x g x




  

 

6. Công thức Taylor: 

6.1. Đa thức Taylor: 

Giả sử  : ,f a b   có đạo hàm liên tục đến cấp 1n   trên  ,a b  và có đạo hàm hữu hạn cấp n  

tại  0 ,x a b . Ta gọi đa thức Taylor cấp n  của f  tại 0x  là đa thức sau: 

  
   

 0

0 0

0

,
!

kn
k

n

k

f x
P x f x x

k

   

 

6.2. Khai triển Taylor với phần dư Peano: 

Giả sử  : ,f a b  , 
   1n

f x


 liên tục trên  ,a b , tồn tại 
   0

n
f x  hữu hạn với  0 ,x a b . Khi 

đó:  
   

   0

0 0

0 !

kn
k n

k

f x
f x x x o x x

k

     

 

Với 0 0x   ta có khai triển Maclaurin:  
   

   
0

0

!

kn
k n

k

f
f x x o x

k

   

 

6.3. Khai triển Taylor với phần dư Lagrange: 
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Giả sử  : ,f a b   khả vi liên tục tới cấp n  trên  ,a b , tồn tại  1n
f


 hữu hạn trong  ,a b . 

Khi đó, ta có khai triển Taylor sau:  
   

   0

0

0 !

kn
k

k

f x
f x x x r x

k

    

trong đó    
   

 

1
1

0
1 !

n
n f c

r x x x
n




 


 đối với  0, ,x x a b  và c  là số nào đó nằm giữa x  và 
0x . 

 

6.4. Một số khai triển Taylor thông dụng: 

 

2 1

1 ...
2! ! 1 !

n n
x xx x x

e x e
n n




     


 

 
 

   
 

2 4 2 2 2
1

cos 1 ... 1 1 sin
2! 4! 2 ! 2 2 !

n n
n nx x x x

x x
n n





       


 

 
 

   
 

3 5 2 1 2 1
1

sin ... 1 1 cos
3! 5! 2 1 ! 2 1 !

n n
n nx x x x

x x x
n n


 


       

 
 

     
  

2 3 1
1

1
ln 1 ... 1 1

2 3 1 1

n n
n n

n

x x x x
x x

n n x





        

 
 

 

 
         

 
 

12 1
1 1 ... 1 1 ...

1 1 ... 1
2! ! 1 !

nn n
n n

x x x x x x
n n

        
 

 
     

       


 

Trong đó x c   là số nằm giữa x  và 0 , tức là 0 1  . 

 

6.5. Ứng dụng khai triển Taylor trong tính gần đúng: 

Ví dụ 1: Dùng công thức 
3

sin
6

x
x x   thì sai số 

5

120

x
r  . Nếu muốn sai số này nhỏ, chẳng hạn 

3r   thì cần lấy 

5

3

120

x
 , tức là 0.6544 37.5x   . 

Ví dụ 2: Nếu muốn tính số e  với sai số 
3  ta làm như sau: 

  
 

1 1
1 1 ...

2! ! 1 !

e
e

n n



     


 

  
   

33

1 ! 1 !

e
r

n n


  

 
 

Cần chọn 6n  . 

 

6.6. Ứng dụng khai triển Taylor trong tìm giới hạn: 
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Ví dụ: Tìm giới hạn 
 

2 2 3

20

1
lim

ln 1

x

x

e x x

x

  


 

Lời giải: 
 

   

 

2

4 3 2
2 4 3

2 3

2 2 20 0

1 1
2 21

lim lim
ln 1

x

x x

x x x
x o x o x

e x x

x x o x 

   
        

      
 

 

    

4 2 3
2

20

1 1
2 2lim

x

x x x
x

x


   

  

    

3 4
2

20

3
32 2 2lim
2x

x x
x

x

 

   

 

7. Vi phân: 

7.1. Vi phân bậc nhất: 

Bài toán: Giả sử  : ,y f a b   liên tục tại  0 ,x a b . Ta muốn xấp xỉ 

   0 0y f x x f x      bằng một đơn thức của x , cụ thể là tìm biểu diễn f  dưới dạng 

   y A x o x     ,    ,x a b , 0x x x       (7.1) 

trong đó A  là các hằng số phải tìm. 

Từ khai triển Taylor cấp một suy ra điều kiện cần và đủ để f  có tính chất trên là f  có đạo hàm 

hữu hạn tại 0x  và khi đó  0A f x . 

Như vậy, phần chính của vô cùng bé    0y f x f x    là     0 0 0A x x f x x x   . Từ đó: 

          0 0 0y f x x f x A x o x f x x o x              

Định nghĩa: Ta nói rằng f  khả vi tại 0x  nếu đẳng thức (7.1) được thực hiện. Trong trường hợp 

đó, ta ký hiệu  0dy df x A x    và gọi đó là vi phân của hàm f  tại 0x x . 

Hiển nhiên 0dx x x x    . 

Từ định nghĩa suy ra      0 0 0df x f x x f x dx    ;  
 0

0

df x
f x

dx
   

Ta thường viết tắt là df f dx , 
df

f
dx

  . 

Từ các quy tắc tính đạo hàm ta có: 

  d f g df dg    

  . .d a f a df  

   . .d fg f dg g df   
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2

. .f g df f dg
d

g g

  
 

 
  (nếu 0g  ) 

Nếu     ,H g f x y f x   thì  dH g y f dx  . 

 

7.2. Ứng dụng vi phân vào phép tính gần đúng: 

Ta có khi 0x   thì      0 0 0f x x f x f x x     . 

Ví dụ 1: Tính gần đúng sin 31  

Ta có  sin sin cosx x x x x      nên 

 
3

sin 31 sin 30 cos 30 0.5 .0.01745 0.5151
180 2


      

Ví dụ 2: Xét hàm   nf x x . Với x  đủ nhỏ ta có: 
1

.
n

n n x
x x x x

n x
     . 

Đặc biệt với  0nx a a   ta có 
1

n n

n

x
a x a

na 


   . 

Chẳng hạn 
8

408 20 20.2
2.20

    

       2 10
390 20 10 20 19.75

2.20
      

 

7.3. Vi phân cấp cao: 

Vi phân cấp n  là vi phân của vi phân cấp 1n  :  1n nd f d d f  

Chú ý rằng nếu x  là biến số độc lập thì 0nd x   với 2n  , nên 
    

nnnd f f x dx , tức 

   
 

n
n

n

d f
f x

dx
 . 

Chú ý:  

Dạng vi phân bậc nhất bất biến khi đổi biến  x t . Thậy vậy: 

           x t xdf t f t t dt f x dx df x       

Tính chất này không còn đúng với vi phân bậc hai.  
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B. Giải tích nhiều biến: 
1. Phép biến đổi tuyến tính: 

1.1. Vector: 

Để thuận lợi khi sử dụng các phép tính ma trận, vector x  trong n  được viết dưới dạng cột: 

    

1

2

n

x

x
x

x

 
 
 
 
 
 

 

Các vector đơn vị trong n  được viết dưới dạng cột: 
1 2

1 0 0

0 1 0
, ,...,

0 0 1

ne e e

     
     
       
     
     
     

 

Ta gọi các vector này là cơ sở tự nhiên (chính tắc) của n . 

 

Chuẩn của vector x  trong n : 

1

22

1

n

k

k

x x


 
  
 
  

Dễ thấy rằng x y x y    

Tích vô hướng của 2 vector ,x y  trong n : 
1

,
n

k k

k

x y x y


   

Ta có: 
1 1

,
n n

k k k k

k k

x x e e x e
 

      

 

1.2. Định nghĩa:  

Với mọi , nx y , và với mọi ,   , ta nói rằng : n mf   là tuyến tính nếu:   

       f x y f x f y     
 

 

1.3. Ma trận biểu diễn phép biến đổi tuyến tính: 

Ký hiệu  1 2, ,..., ne e e  là cơ sở tự nhiên trong n ,  1 2, ,..., me e e    là cơ sở tự nhiên trong m . Khi 

đó,       1 2, ,..., nf e f e f e  là n  vector trong m , do đó:    
1

m

j i j i

i

f e e f e e


     ,  1,j n  

Như vậy, nếu đặt  ij i ja e f e   ,  1, ; 1,i n j m   
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Ta có  
1

m

j ij i

i

f e a e


 ,  1,j n   hay  

1

2

j

j

j

mj

a

a
f e

a

 
 
 
 
  
 

 

 

Ma trận  f ijA a  được gọi là ma trận biểu diễn phép biến đổi tuyến tính f  trong cơ sở tự 

nhiên. 

Nếu nx  có dạng 
1

n

j j

j

x x e


  thì    
1 1 1 1 1

n n m m n

j j j ij i ij j i f

j j i i j

f x x f e x a e a x e A x
    

  
      

   
      

Chú ý: 

a. Nếu có 2 phép biến đổi tuyến tính : n mf   và : m lg   thì F g f là phép biến đổi 

tuyến tính từ n  vào l  và 
F g fA A A . 

b. Phép biến đổi tuyến tính : n mf   có ánh xạ ngược 1f   khi và chỉ khi 
fA  có nghịch đảo, 

tức det 0fA  . Khi đó: 1

1

ff
A A

 . 

c. Giả sử f  là phép biến đổi tuyến tính từ n  vào n . Phương trình  y f x  có nghiệm duy 

nhất khi và chỉ khi 
fA  có nghịch đảo. Khi đó: 

1

fx A y . 

 

Dưới đây ta thường dùng A  để ký hiệu phép biến đổi tuyến tính từ n  vào m  và viết Ax  thay 

cho  A x . 

 

1.4. Chuẩn của ánh xạ tuyến tính: 

Giả sử A  là biến đổi tuyến tính từ n  vào m . Chuẩn của A  là số thực không âm được định 

nghĩa như sau: 
1

sup
x

A Ax


  

Chú ý rằng nếu 
1

n

j j

j

x x e


 , 1x   thì 
22

1

1
n

j

j

x x


   

Theo Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz: 
2

2 2 2 22 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

m n m n m n n m n m n

ij j i ij j ij j ij ij

i j i j i j j i j i j

Ax a x e a x a x a x a
          

    
        

    
         

Hay 

1

22

1 1

m n

ij

i j

A a
 

 
  
 
  

Dễ thấy Ax A x  và  inf : , nA Ax x x     . 
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2. Sự hội tụ trong n : 

2.1. Định nghĩa giới hạn dãy:  

Dãy điểm  kx  trong n  với  1, ,,...,k k n kx x x  được gọi là hội tụ đến điểm  1,..., na a a n  

nếu lim 0k
k

x a


  . Khi đó, ta viết: lim k
k

x a


  hay 
kx a  khi k  . 

Chú ý: 

a. Dễ chứng minh: Giới hạn trên là duy nhất 

b. Dễ chứng minh: Sự hội tụ của dãy điểm trong n  là sự hội tụ theo tọa độ. 

Tức là: Nếu 
kx a  thì 

,i k ix a  khi k   , 1,i n . 

c. Nếu ,k kx x y y   thì k kx y x y        ,    

d. Nếu 
kx x  thì kx x  (tính liên tục của chuẩn) 

 

2.2. Định lý: (Bolzano - Weierstras)  

Trong n  mọi dãy bị chặn đều chứa một dãy con hội tụ 

 

2.3. Nguyên lý Cauchy: 

Định nghĩa: Môt dãy điểm  kx  trong n  được gọi là dãy cơ bản hay dãy Cauchy nếu với mọi 

0   cho trước, tồn tại 0k  sao cho với mọi 0,k l k  ta có k lx x   . 

Định lý: (Cauchy) Dãy   n

kx   hội tụ khi và chỉ khi nó là dãy cơ bản. 

 

3. Một số khái niệm và kết quả khác: 

3.1. Lân cận của một điểm:  

Cho , 0na r  .  

Tập    , nB a r x x a r      được gọi là hình cầu mở tâm a  bán kính r . 

Tập    , nB a r x x a r      được gọi là hình cầu đóng tâm a  bán kính r . 

Trong n , một tập hợp V  được gọi là lân cận của điểm a  nếu tồn tại một số 0r   sao cho 

 ,B a r V . 

Rõ ràng giao của một số hữu hạn lân cận của điểm a  cũng là lân cận của điểm a . 

 

3.2. Tập mở và tập đóng: 

Tập hợp 
nG   được gọi là tập mở nếu với mỗi điểm a G  đều có một lân cận V  của a  sao 

cho V G , điều này tương đương với điều kiện: với mỗi a G  tồn tại 0r   sao cho 

 ,B a r G . 

Tập nF   được gọi là tập đóng nếu \c nF F  là tập mở. 



~ 12 ~ 
 

3.3. Điểm tụ của một tập hợp: 

Cho tập nA . Điểm nx  được gọi là điểm tụ hay điểm giới hạn của tập hợp A  nếu mọi 

lân cận V  của x  đều chứa ít nhất một điểm của A  khác x , tức là   \V A x   . 

Tập hợp tất cả các điểm tụ của A  được gọi là tập dẫn xuất của A , kí hiệu là A . 

 

4. Giới hạn của hàm vector: 

4.1. Định nghĩa giới hạn hàm:  

Cho hàm vector : n mf U    và a U  . Ta nói rằng mb  là giới hạn của hàm f  tại a  

nếu với mọi 0   cho trước tồn tại 0   (phụ thuộc  ) sao cho với mọi x U  thỏa mãn 

0 x a     ta có  f x b   . 

Ta viết  lim
x a

f x b


  hay  f x b  khi x a . 

 

4.2. Một số định lý: 

Định lý 1: Giả sử , , :n mU a U f U   . Khi đó: 

a.  lim
x a

f x b


  khi và chỉ khi với mọi dãy      \ ,k kx U a x a k    ta có 

 lim k
k

f x b


 . 

b. Nếu tồn tại giới hạn  lim
x a

f x


 thì giới hạn đó là duy nhất. 

c. (Nguyên lý Cauchy) Hàm : n mf U    có giới hạn tại a  khi và chỉ khi với mọi 0   

cho trước tồn tại 0   sao cho    f x f x    với mọi ,x x U  thỏa mãn 

0 ,x a o x a       . 

Định lý 2: Cho ,nU a U    và , : mf g U  . Giả sử  lim
x a

f x


 và  lim
x a

g x


 tồn tại. Khi đó: 

a.         lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x   
  

    với mọi ,   . 

b. Với 1m   thì         lim lim .lim
x a x a x a

f x g x f x g x
  

  

c. Nếu  lim 0
x a

g x


  thì 
 

 

 

 

lim
lim

lim

x a

x a

x a

f xf x

g x g x







 . 

Định lý 3: Cho hàm : n mf U   ,  1,..., mf f f  và  1,..., mb b b . Ta có  

       lim lim 1,i i
x a x a

f x b f x b i m
 

     

 

5. Hàm liên tục:  

5.1. Định nghĩa:  
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Cho tập nU  . Hàm vector : mf U   được gọi là liên tục tại a U nếu với mọi 0   cho 

trước tồn tại 0   sao cho với mọi  x x U x a       ta có    f x f a   . 

Chú ý: 

a. Trong định nghĩa này không đòi hỏi x a . 

b. Theo định nghĩa của giới hạn hàm nhiều biến, nếu a U   thì f  liên tục tại a  khi và chỉ khi 

   lim
x a

f x f a


 . 

c. Hàm : mf U   liên tục tại a  khi và chỉ khi với mọi dãy   ,k kx U x a   ta đều có 

   kf x f a  khi k  . 

d. Hàm : n mf U    được gọi là liên tục trên U  nếu f  liên tục tại mọi điểm a U . 

e. Hàm f  được gọi là liên tục đều trên U  nếu với mọi 0   tồn tại   0     (chỉ phụ 

thuộc  ) sao cho với mọi ,x x U  thỏa mãn x x    ta đều có    f x f x   . 

 

5.2. Tính chất: 

a. Cho ,n mU V  . Nếu hàm :f U V  liên tục tại a U  và hàm : pg V   liên tục tại 

 b f a  thì hàm hợp : pg f U   liên tục tại a . 

b. Giả sử , : n mf g U    là những hàm liên tục tại a U . Khi đó hàm  ,f g      

cũng là hàm liên tục tại a . 

c. Hàm  1,..., : n m

mf f f U    liên tục tại a U  khi và chỉ khi các hàm thành phần 

1,..., mf f  của nó liên tục tại a . 

 

5.3. Hàm liên tục theo từng biến: 

Định nghĩa: Hàm : n mf U    được gọi là liên tục theo biến ix  tại điểm  1,..., na a a  

nếu với mọi 0   cho trước tồn tại 0   sao cho với mọi 

  1 1 1,..., , , ,...,i i i i i i nx A x a a x a a U       thỏa mãn i ix a    ta đều có 

   1 1 1 1,..., , , ,..., ,...,i i i n nf a a x a a f a a     . 

Từ định nghĩa ta suy ra rằng nếu f  liên tục tại a  thì f  liên tục theo từng biến ix  1,i n  tại a . 

Điều ngược lại không đúng. 

 

6. Đạo hàm và vi phân cấp một: 

6.1. Khái niệm về ánh xạ khả vi: 
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Khi không sử dụng các phép tính ma trận, ta ký hiệu    1,..., nf x f x x  để chỉ hàm số của n  

biến và dùng ký hiệu            1 1 1 1,..., ,..., ,.., ,...,m n n nf x f x f x f x x f x x   để chỉ hàm 

vector (gồm m  tọa độ) của n  biến. 

Giả sử U là tập mở trong n , : mf U   là hàm vector xác định trên U  sao cho với x U  thì 

      1 ,..., m

mf x f x f x   trong đó  : 1,if U R i m   là các hàm thành phần của hàm 

vector f  xác định trên U . 

Định nghĩa:  Hàm : mf U   đươc gọi là khả vi tại điểm  1,..., na a a U   nếu tồn tại một 

ánh xạ tuyến tính : n mA   sao cho: 
     

0
lim 0
h

f a h f a A h

h

  
  hay là 

       f a h f a A h h h     

trong đó  1,...,
n

nh h h  ,   0h   khi 0h  . Trong trường hợp này, ánh xạ tuyến tính 

A  được gọi là đạo ánh hay đạo hàm của hàm vector f  tại a  và thường được ký hiệu là  Df a  

hay  f a . 

Chú ý: 

Trong công thức trên, phần tử nh  nên h  là chuẩn của phần tử h  trong n . Nếu h  đủ nhỏ 

thì a h U   do U  mở, khi đó   mf a h   và       mf a h f a A h    . 

Như vậy, chuẩn của      f a h f a A h    là chuẩn trong m . Hơn nữa từ định nghĩa hàm f  

khả vi tại điểm a U  ta có:        f a h f a A h o h    . 

Dễ thấy f  khả vi tại a  khi và chỉ khi các hàm tọa độ của nó khả vi tại a .  

Cụ thể, nếu  

 

 

 

1

2

m

f x

f x
f x

f x

 
 
 
 
  
 

 thì  

 

 

 

1

2

m

Df a h

Df a h
Df a h

Df a h

 
 
 
 
  
 

 

trong đó iDf , 1,i m  là các phép biến đổi tuyến tính từ n  . 

Từ định nghĩa ta suy ngay ra rằng nếu f  là phép biến đổi tuyến tính từ 
n m  thì f  khả vi 

tại mọi 
na  và  Df a f  

na  . 

 

6.2. Định lý 6.2:  

Giả thiết tập mở 
nU  , hàm : mf U   khả vi tại a U . Khi đó tồn tại duy nhất một ánh xạ 

tuyến tính : n mA   sao cho        f a h f a A h o h    . 
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6.3. Định lý 6.3:  

Cho tập mở nU  , : mf U  , nếu f  khả vi tại a U  thì f  liên tục tại a . 

 

6.4. Định lý 6.4: (quy tắc lấy đạo hàm hàm hợp)  

Giả sử U là một tập mở trong n , : mf U   khả vi tại 
0x U ; V  là tập mở chứa  f U , 

: pg V   khả vi tại  0f x . Khi đó, ánh xạ : pF g f U   khả vi tại 
0x  và 

      0 0 0F x g f x f x   . 

 

7. Đạo hàm riêng: 

Giả sử 
1,..., ne e  là cơ sở chính tắc trong không gian n , U  là một tập hợp mở trong n  và 

: mf U   là một hàm vector của n  biến số,  1,..., nx x x U  . 

7.1. Định nghĩa: Giới hạn 
   

0
lim

j

t

f x te f x

t

 
, nếu tồn tại, được gọi là đạo hàm riêng thứ j  

của hàm f  tại x  hay đạo hàm riêng theo biến 
jx  của hàm f  tại x  và ký hiệu là  jD f x  hay 

 
j

f
x

x




 hoặc  

jxf x . 

Như vậy khi 1m   thì  
jxf x  là số thực; khi 2m   thì  

jxf x  là vector thuộc m .  

Cụ thể, nếu  

 

 

 

1

2

m

f x

f x
f x

f x

 
 
 
 
  
 

 thì  

 

 

 

1

2

j

j

j

m

j

f
x

x

f
xf

xx
x

f
x

x

 
 
 
 
 
  

  
 
 

  

 

Nếu hàm f  có tất cả các đạo hàm riêng  jD f x , 1,j n  tại mọi điểm x U  và các đạo hàm 

riêng này là những hàm liên tục trên U  thì ta nói rằng f  thuộc lớp 1C  trên U , ký hiệu là 

 1f C U . 

Chú ý: 

a. Khi tính đạo hàm riêng của hàm f  theo một biến nào đó thì ta xem các biến khác là hằng số 

và áp dụng các quy tắc tính đạo hàm của hàm một biến số. 
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b. Giả sử U  là một tập hợp mở trong n  và : nf U    là hàm khả vi tại a U . Vector 

gradient của f  tại a  là vector sau  
 

1

n

j

j j

f a
f a e

x


 


  trong đó  1,..., ne e  là cơ sở tự nhiên 

của n . 

 

Ví dụ 1: Cho  , yf x y x , x   . Khi đó:   1, yf
x y yx

x





;  , lnyf

x y x x
y





. 

Ví dụ 2: Cho  
    

    

6 3
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




 
 

. Tính  0,0
f

x




 và  0,0

f

y




. 

Ta có:  

  

 
   

 
   

0

0

,0 0,0
0,0 lim 0

0, y 0,0
0,0 lim 0

x

y

f x ff

x x

f ff

y y






 




 



 

Chú ý rằng tuy hàm f  có cả đạo hàm riêng theo hai biến ,x y  tại  0,0  nhưng nó không liên tục 

tại  0,0 . Thật vậy, xét dãy 
1 1

,
n n

  
  
  

 ta có  
1 1

, 0,0
n n

 
 

 
 khi n  . 

Thế nhưng 
4

3

3

1 1 1
,

1 1 1
1

n
f

n n n

n n

 
    

    
 

 khi n  . 

 

7.2. Định lý 7.2:  

Cho U  là một tập hợp mở trong n  và :f U  . Nếu f  khả vi tại a U  thì f  có đạo hàm 

riêng theo mọi biến tại a  và    
1

n

i

i i

f
f a h a h

x


 


  trong đó  1,...,

n

nh h h  . 

 

7.3. Định lý 7.3:  

Cho U  là một tập hợp mở trong n  và :f U  . Nếu f  có các đạo hàm riêng 

   1 ,..., nD f x D f x  trong một lân cận nào đó của điểm  1,..., na a a  và chúng là các hàm số 

liên tục tại a  thì hàm f  khả vi tại a  và    
1

n

i i

i

Df a h D f a h


 . 

Định nghĩa: Ta gọi đại lượng  
1

n

j j

j

D f a h


  là vi phân toàn phần của hàm f  tại a  và ký hiệu  
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1

n

j j

j

df a D f a h f a h


   

Thông thường các số gia của các biến độc lập được ký hiệu là 
j jh dx , 1,j n  

Khi đó:    
1

n

j j

j

df a D f a dx


  

 

8. Đạo hàm theo hướng; Đạo hàm Gâteaux: 

Để đơn giản ta xét hàm số nhiều biến (hàm vector tiến hành tương tự). Cho U  là một tập hợp mở 

trong n , a U , nx , :f U   và  1,..., v n

nv v  . 

8.1. Định nghĩa:  

Nếu hàm  :g t f a tv   khả vi tại 0t   thì  0g  được gọi là đạo hàm của f  theo vector v  

tại a . Ta ký hiệu đạo hàm của f  theo vector v  tại a  là  
f

a
v




 hay  vf a  hoặc  vD f a . Như 

vậy thì:     
   

0
0 lim

t

f a tv f af
a g

v t

 
 


 

Khi v  có chuẩn bằng 1, ta gọi giới hạn này là đạo hàm của f  theo hướng v . 

Giống như nhiều kết quả trên, ta có: f  có đạo hàm theo vector (hướng) v  khi và chỉ khi các 

hàm tọa độ của nó có đạo hàm theo vector (hướng) v . 

 

Định lý: Nếu f  khả vi tại a  thì nó có đạo hàm theo mọi hướng tại a  và  
 

1

n

i

i i

f af
a v

v x




 
  

với mọi  1,..., vnv v , tức là    
f

a f a v
v


  

  
 

8.2. Đạo hàm Gâteaux: 

Giả sử f  có đạo hàm theo mọi hướng tại a . Ta nói rằng f  khả vi yếu hay có đạo hàm theo 

Gâteaux tại a  nếu  vD f a  là phép biến đổi tuyến tính (theo v ) từ n  vào . 

Dễ chứng minh: Nếu f  khả vi tại a  thì f  khả vi yếu tại a . 

 

Ví dụ 1: Xét hàm số hai biến  
   

 

2
2 2sin 0

,

0 0

y
x y x

f x y x

x


 

 
 

 

 Tại điểm  0,0  ta có: 

- Hàm này có đạo hàm theo mọi hướng  cos ,sinv    vì 
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    2 2 2

20 0

0 cos ,0 sin 0,0 sin sin
lim lim 0

cost t

f t t ff t t

v t t

  

 

  
  


 

- Hàm này không liên tục tại  0,0  vì khi 4x y  thì 

      
2

4 8 2

40 0
lim , lim sin 1 0,0
y y

y
f y y y y f

y 
     

 

Ví dụ 2: Xét hàm số hai biến  
    

    

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


 

 
 

 

Dễ dàng thấy rằng tại điểm  0,0  ta có: 

- Hàm này liên tục. 

- Hàm này không có đạo hàm theo bất kỳ hướng nào. 

 

Ví dụ 3: Xét hàm số hai biến  
    

    

3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yx y

x y




 
 

 

Dễ thấy rằng tại điểm  0,0  ta có: 

- Hàm này liên tục 

- Hàm này có đạo hàm theo mọi hướng   30,0 sin
f

v






 

- Hàm này không khả vi vì  0,0 0
f

x





;  0,0 1

f

y





 trong khi đó với    , 0,0h k   thì 

 
   

 

2

32 2
2 2 2

, 0,0 0
0

f h k f h k h k

h k h k

  
 

 

 

 

Ví dụ 4: Xét hàm số hai biến  
      

    

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


 

 
 

 

Dễ thấy rằng tại điểm  0,0  ta có: 

- Hàm này khả vi tại  0,0  vì    0,0 0; 0,0 0
f f

x y

 
 

 
 

    
    2 2

2 22 2

, 0,0 0 0 1
sin 0

f h k f h k
h k

h kh k
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- Hàm này không có các đạo hàm riêng liên tục tại  0,0  vì  

 
    

    

2 2 2 2 2 2

1 2 1
2 sin cos , 0,0

0 , 0,0

x
x x yf

x y x y x y
x

x y


  

   
  

 

không liên tục tại  0,0 . 

 

9. Công thức số gia hữu hạn: 

Ta gọi một đoạn trong n  với hai đầu mút , na b  là tập hợp     , 1 ,0 1a b t a tb t     . 

Định lý: (công thức số gia hữu hạn) Giả sử U  là một tập hợp mở trong n ,  ,a b  là một đoạn 

chứa trong U  và :f U   là một hàm khả vi trên U . Khi đó tồn tại  ,c a b  sao cho: 

           
1

n

i i

i i

f
f b f a Df c b a c b a

x


    


  

trong đó    1 1,..., ; ,...,n na a a b b b   

Chú ý: Định lý số gia hữu hạn nói chung không đúng cho hàm vector. 

 

10. Các phép tính về đạo ánh: 

10.1. Định lý: Cho U  là một tập hợp mở trong n , và , :f g U  . Nếu ,f g  khả vi tại a U  

thì ta có các công thức sau: 

 i        D f g a Df a Dg a    

 ii            D fg a g a Df a f a Dg a   

 iii  Nếu   0g a   thì  
       

 2

g a Df a f a Dg af
D a

g g a

 
 

 
 

 

10.2. Biểu diễn đạo hàm bởi ma trận: 

Giả sử U  là một tập hợp mở trong n ,  1,..., mf f f  là một ánh xạ từ U  vào m  và a U . 

Ánh xạ f  khả vi tại a  khi và chỉ khi mỗi hàm thành phần if  khả vi tại a . Khi đó:  

         1 ,..., mDf a Df a Df a  

Chú ý: 

Ta có  iDf a  có biểu diễn ma trận là     1 ,...,i n iD f a D f a . Vì thế, ma trận của ánh xạ tuyến 

tính   : n mDf a   là:  

     

     

     

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

n

n

f

m m n m

D f a D f a D f a

D f a D f a D f a
J a

D f a D f a D f a

 
 
 
 
  
 

 (ma trân Jacobi của 
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hàm f  tại a ). Khi m n , ma trận này là một ma trận vuông, định thức của nó được gọi là 

Jacobian của f  tại a  và ký hiệu là 
 

 
 1

1

,...,

,...,

n

n

D f f
a

D x x
. 

 

10.3. Đạo hàm riêng của hàm hợp: 

Cho các tập mở ,n mU V   và các ánh xạ :f U V  khả vi tại a U , :g V   khả vi tại 

 b f a . Khi đó:       
1

m
i

ij i j

fg
g f a b a

x y x

 


  
 , 1,j n  

Ví dụ: Cho 3 3:f U V    xác định bởi  

         , , , , , , , , , ,f x y z u x y z v x y z t x y z ; :g V   

thì h g f  có dạng       , , , , , , , ,h g u x y z v x y z t x y z . Khi đó, các đạo hàm riêng của h  

được tính theo các công thức sau: 

  
h g u g v g t

x u x v x t x

      
  

      
 

  
h g u g v g t

y u y v y t y

      
  

      
 

  
h g u g v g t

z u z v z t z

      
  

      
 

 

10.4. Dùng đạo hàm để tính gần đúng: 

Nếu f  là hàm số khả vi tại a  thì ta có:        
1

n

i

i i

f
f a h f a a h o h

x


   


  trong đó 

 1,..., nh h h . Vì thế nếu h  đủ nhỏ, ta có công thức xấp xỉ:      
1

n

i

i i

f
f a h f a a h

x


  


 . 

Ví dụ: Tính gần đúng    
2 2

4.05 3.07  

Xét hàm   2 2,f x y x y   

Ta có 
2 2

f x

x x y




 
; 

2 2

f y

y x y




 
 

Các đạo hàm riêng này liên tục trong lân cận của điểm  4,3  nên f  khả vi tại  4,3 . Ta có: 

        4 0.05,3 0.07 4,3 4,3 0.05 4,3 0.07
f f

f f
x y

 
    

 
 

hay         
2 2 4 3

4.05 3.07 5 0.05 0.07 5.08
5 5

      

 

11. Khảo sát cực trị của hàm nhiều biến số: 
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11.1. Định nghĩa: Cho hàm :f U  mở  . Điểm a U  được gọi là điểm cục trị địa phương 

của hàm f  nếu tồn tại một số 0r   sao cho hình cầu  ,B a r U  và với mọi  x ,B a r  hiệu 

   f x f a  có dấu không đổi. 

Nếu     0f x f a   với mọi  x ,B a r  thì a  được gọi là điểm cực đại của hàm f . 

Nếu     0f x f a   với mọi  x ,B a r  thì a  được gọi là điểm cực tiểu của hàm f . 

 

11.2. Định lý: (Fermat)  

Nếu :f U  mở n   là hàm khả vi tại a  và a  là điểm cục trị của hàm f  thì   0
i

f
a

x





, 

1,i n  và do đó   0Df a  . 

 

11.3. Cực trị hàm nhiều biến có điều kiện - Phương pháp nhân tử Lagrange: 

Định lý: Giả sử U  là một tập mở trong 2 , :f U   và  0 0,x y  là điểm cực trị của hàm f  

với điều kiện  0 0, 0x y  . Hơn nữa, giả sử rằng: 

a. Các hàm    , , ,f x y x y  có các đạo hàm riêng liên tục trong một lân cận của điểm  0 0,x y  

b.  0 0, 0x y
y





 

Khi đó, tồn tại một số 
0  sao cho cùng với 

0x  và 
0y  tạo thành nghiệm của hệ phương trình sau 

(đối với , ,x y ):  

   

   

   

 

, , 0

, , 0

, 0

f
x y x y

x x

f
x y x y

y y

x y









 
  


 

 
 

 



 

(Đây chính là điều kiện cần của cực trị ràng buộc) 

 

Phương pháp: 

Đặt      , , , ,x y f x y x y      (hàm Lagrange). Hệ trên trở thành: 

0

0

0

x

y
























 

Mặt khác, với  ,x y  thỏa mãn  , 0x y   thì        0 0 0 0 0 0, , , , , ,x y x y f x y f x y      . 
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Do đó, nếu  0 0,x y  là điểm cực trị của hàm  0, ,x y   thì  0 0,x y  cũng là điểm cực trị của hàm 

 ,f x y  với điều kiện  , 0x y  . Bài toán đưa về việc tìm nghiệm của hệ phương trình trên.  

Chú ý: Kết quả trên có thể mở rộng cho các hàm số với số biến nhiều hơn như sau: 

Cho tập mở nU   và hàm :f U  . Ta xét vấn đề tìm cực trị của hàm f  với điều kiện các 

biến 
1,..., nx x  thỏa mãn m  điều kiện ràng buộc sau:  1,..., 0i nx x  , 1,i m    m n  trong đó 

i  là các hàm ánh xạ từ U  vào .  

Giả sử rằng các hàm f  và 
i   1,i m  đều thuộc lớp  1C U . Ta lập hàm Lagrange: 

     1 1 1 1

1

,..., , ,..., ,..., ,...,
m

n m n i i n

i

x x f x x x x   


   trong đó 
1,..., m   là các hằng số. 

Khi đó, điểm cực trị có điều kiện của hàm f  phải nằm trong số các nghiệm của hệ phương trình: 

   
 

 

0 1,

0 1,

j

i

j n
x

i m






 


  


 

 

 

Ví dụ: 

Tìm cực trị của hàm (ba biến)  , ,f x y z yz  với điều kiện 2 2 1x y  ; 0y z  . 

Lời giải: 

Ta lập hàm Lagrange:      2 2, , , , 1x y z yz x y y z           

Giải hệ phương trình: 
2 2

2

2

0

1 0

0

x

y

z

x

z y

y

x y

y z

 

  

 

 
    



   
   

  

 tìm được 4 điểm "tiêu chuẩn" sau:  

    

 

 

 

 

0 0 0 0 0

0,1, 1,1, 1

0, 1,1,1,1
, , , ,

1,0,0,0,0

1,0,0,0,0

x y z  

 



 

 

 

Thay vào ta có  max , , 0f x y z   tại  1,0,0  và  1,0,0  

    min , , 1f x y z    tại  0,1, 1  và  0, 1,1  
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