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toán học, ta có thể thiết lập được hàm số về nồng độ chất thải ô nhiễm trên sông. Bài
viết này tập trung vào việc xây dựng mô hình để ước tính nồng độ chất thải và qua đó
xác định được nguyên nhân chính gây ra ô nhiễm.
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1. Lời cảm ơn

Chúng em xin chân thành cám ơn PGS.TSKH Bùi Tá Long đã có một buổi giao lưu thật bổ

ích, từ đó truyền cho nhóm chúng em nguồn cảm hứng để thực hiện đề tài này. Xin cám ơn

anh Cấn Trần Thành Trung- người sáng lập ra PIMA- đã cho chúng em một trải nghiệm thật

bổ ích và lý thú, nhờ PIMA chúng em đã trưởng thành hơn rất nhiều. Nhóm cũng xin cám ơn

hai mentor chính của nhóm: anh Phạm Hoàng Nhật và anh Đỗ Hoàng Gia Phú đã giúp đỡ rất

nhiệt tình chúng em trong suốt ba ngày dài làm dự án. Cuối cùng, chúng em xin cám ơn các

anh chị mentor khác trong BTC cũng đã ân cần giúp đỡ chúng em trong suốt khoảng thơi

gian vừa qua.

2. Giới thiệu

Nước ta đang trên đà công nghiệp hóa, hiện đại hóa. Vì vậy, việc phát triển công nghiệp đang

được tập trung chú trọng. Tuy nhiên với đà phát triển như vậy, những vấn đề môi trường đang

được đặt ra và cần được giải quyết. Các nhà máy, xí nghiệp đang mọc lên ngày càng nhiều.

Vì lợi nhuận cá nhân, rất nhiều nhà máy đã bỏ qua các quy trình xủ lý nước thải quy chuẩn

và trực tiếp xả thải ra môi trường. Hệ quả là các con sông ngày càng ô nhiễm, đời sông, sức

khỏe của người dân ngày càng hiểm nguy. Một ví dụ điển hình là trường hợp ô nhiễm của

sông Thị Vải năm 2008. Theo các nhà khoa học môi trường Đại học Quốc gia TPHCM thì

2000ha sông đang bị ô nhiễm nặng và gần 700ha sông bị ô nhiễm nhẹ. Và hơn nữa quá trình

điều tra chứng minh được công ty Vedan gây nên 90% ô nhiễm. Nhóm tạo ra mô hình nhằm

giải quyết các vấn đề tương tự trong thực tế.Mô hình của nhóm ưu tiên sự đối lưu, sự khuếch

tán và nhiệt độ của môi trường để ước tính nồng độ ô nhiễm. Ngoài việc ước tính nồng độ

trên mô hình một con sông, nhóm còn cố gắng phát triển mở rộng mô hình nhiều sông giao

nhau. Sau khi hoàn thành mô hình, nhóm phân tích ưu nhược điểm của mô hình để từ đó tìm

ra mô hình tối ưu.

3. Đặt vấn đề

3.1. Các số liệu :

Cho một lưu vực sông có n nhà máy.
Cho biết :

◦ Chiều rộng của sông r(m)
◦ Vận tốc dòng chảy v(m/s)
◦ Nhiệt độ môi trường nước T(K)
◦ Vị trí của các nhà máy

Thiết lập mô hình xác định :

(1) Nồng độ ô nhiễm từng khu vực tại các thời điểm khác nhau
(2) Xác định được nguyên nhân chính của nguồn ô nhiễm

3.2. Các giả sử

(1) Nhiệt độ tại mọi điểm trên sông tại các thời điểm là như nhau.
(2) Vận tốc dòng chảy là như nhau tại mọi điểm.
(3) Các nhà máy xả thải cùng một loại chất thải.
(4) Nồng độ chất thải tại mỗi lần xả là như nhau của mỗi nhà máy.
(5) Ngoài các yếu tố đã nêu trên, ta tạm thời bỏ qua các yếu tố ngoại lực khác.
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4. Mô hình hoá

4.1. Thiết lập mô hình

(1) Phương trình khuếch tán
Khuếch tán là sự dao động nhiệt của tất cả các phân tử (chất lỏng hay chất khí
ở nhiệt độ lớn hơn độ không tuyệt đối. Sự khuếch tán dẫn đến sự dịch chuyển
các phân tử từ một khu vực có nồng độ cao hơn đến khu vực có nồng độ thấp
hơn, nhưng khuếch tán cũng xảy ra khi không có gradient nồng độ)
* Xét không gian 1D : Đặt hệ trục toạ độ có gốc toạ độ tại điểm xả thải. Ta

goi dòng chất thải liên tiếp cách nhau một khoảng ∆t nhất định. Dẫn đến ∆t
càng nhỏ thì tốc độ xả thải càng nhanh.
Tiếp theo ta thiết lập phương trình khuếch tán của từng khồi chất thải. Đặt
C (x, t) là nồng độ chất thải của toạ độ x tại thời điểm t (đơn vị kq/m3);
q (x, t) là khối lượng chất đi qua một đơn vị diện tích mặt cắt trong một đơn
vị thời gian (đơn vị kq/m2.s)
◦ Định luật Fick : Khối lượng chất đi qua một đơn vị diện tích trong một đơn vị

thời gian theo phương cho trước thì tỉ lệ với gradient của nồng độ chất theo
phương đó

C0

C1

q = −D
∂C

∂x

D: hệ số tỉ lệ (m2/s)

Xét một thể tích kiểm soát

∆x

q
q +

∂q

∂x
∆x

Xem diện tích mặt cắt là 1 đvdt
Tổng khối lượng trong một thể tích kiểm soát:

C(x, t).∆x.1

3/13



Dẫn đến tốc độ thay đổi chất trong một thể tích kiểm soát:

∂C

∂t
.∆x

Xét trong một đơn vị diện tích :
• Khối lượng chất qua mặt cắt tại x : q(x, t)
• Khối lượng chất qua mặt cắt tại x + ∆x : q(x + ∆x, t)

q(x + ∆x, t) = q(x, t) +
∂q

∂x
.∆x

• Suy ra độ chênh lệch chất khi đi qua mặt phẳng tại x và x + ∆x :

∂q

∂x
.∆x

• Điều kiện bảo toàn khối lượng vật chất trong thể tích kiểm soát:

∂q

∂x
.∆x = −

∂C

∂t
.∆x (1)

Kết hợp với định luật Fick:

⇒
∂C

∂t
= −

∂q

∂x
= D

∂

∂x

(
∂C

∂x

)
= D

∂2C

∂x2

* Mở rộng ra 2D :
Hoàn toàn tương tự trường hợp 1D, ta có:

∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2

)
(2) Phương trình khuếch tán đối lưu :

Đối lưu là sự di chuyển của những nhóm phân tử trong chất lưu như chất lỏng,
chất khí hay chất lưu biến
Giả sử chất lỏng di chuyển với các thành phần vận tốc theo phương x, y lần lượt
là u, v .

* Xét không gian 1D :
Sự đối lưu và khuếch tán có tính độc lập và tính cộng: Quá trình khuếch tán
được cho là một quá trình ngẫu nhiên dựa vào sự dao động của các phân tữ.
Dựa vào quá trình khuếch tán, mỗi phân tử trong khoảng thời gian ∆t sẽ dịch
chuyển một bước về phía bên trái hoặc bên phải. Dựa vào quá trình đối lưu,
mỗi phân tử cũng sẽ dịch chuyển một đoạn ±u∆t theo hướng của dòng chảy.
Ta nhận thấy sự xuất hiện của dỏng chảy không làm thay đổi xác suất mỗi phân
tử sẽ dịch chuyển qua trái hay qua phải, yếu tố đó chỉ cộng thêm vào cho mỗi
bước. Vậy mỗi phân tử sẽ di chuyển một đoạn u∆t ± ∆x .
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Suy ra khối lượng chất đi qua 1 đơn vị diện tích trong một đơn vị thời gian là :

q = uC −D
∂C

∂x

Chứng minh tương tự phương trình (1) ta được :

∂q

∂x
.∆x = −

∂C

∂t
.∆x

∂C

∂t
= −

∂q

∂x

∂C

∂t
= −D

∂

∂x

(
uC −D

∂C

∂x

)
∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
− u

∂C

∂x

* Mở rộng cho không gian 2D:
(Gốc toạ độ đặt tại điểm xả thải)

∂C

∂t
+ u

∂C

∂x
+ v

∂C

∂y
= D

(
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2

)
(∗)

với C(x, y , t) là nồng độ tại toạ độ (x, y) thời điểm t

(3) Phương trình khuếch tán đối lưu và sự ảnh hưởng của nhiệt độ :

Ở mục 1 và 2 ta xem hệ số khuếch tán D là hằng số. Nhưng rõ ràng ở mỗi nhiệt
độ to của môi trường khác nhau thì hệ số khuếch tán D là khác nhau.Theo
phương trình Stokes-Einstein thì hệ số khuếch tán D tỉ lệ thuận với nhiệt độ
tuyệt đối T (oK. Do vậy ta có thể xem D là một hàm số theo T.f (T ).
Cụ thể:

D =
kB

6πηr
T = kAT

Trong đó :
η : độ nhớt động lực
r : bán kính phân tử trong chất thải
kB : hằng số Boltzmann’s
kB = 1,38.10−23J/K

Theo giả sử của bài toán, ta có thể xem kA =
kB

6πηr
là một hằng số.

Ngoài ra hệ số khuếch tán cũng bị ảnh hưởng bởi môi trường chất lỏng bên
ngoài nên ta cũng có thể nhân kA với một hệ số đặc trưng cho môi trường chất
lỏng đó (ta tạm thời bỏ qua yếu tố này trong phạm vi bài toán)

4.2. Giải quyết bài toán:

Ta sử dụng phương pháp sai phân hữu hạn để giải quyết bài toán. Trước tiên
ta sẽ chứng minh:

f (x + ∆x)− f (x)

∆x
' f ′(x)
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Áp dụng khai triển Taylor ta có :

f (x + ∆x)− f (x) = f ′(x)∆x +
f ′′(x)

2!
∆x2 + ...+

f (n)(x)

n!
∆xn (1)

= f ′(x)∆x + o(∆x2)

f (x + ∆x)− f (x)

∆x
= f ′(x) + o(∆x)

' f ′(x) (I)

(∆x đủ nhỏ)
Tương tự, nếu ta thay ∆x bằng −∆x vào phương trình (1):

f (x − ∆x)− f (x) = −f ′(x)∆x +
f ′′(x)

2!
∆x2 + ...+ (−1)n

f (n)(x)

n!
∆xn (2)

Cộng hai vế của phương trình (1),(2) ta được:

f (x + ∆x) + f (x − ∆x)− 2f (x) = f ′′(x)∆x2 + o(∆x4)

f (x + ∆x) + f (x − ∆x)− 2f (x)

∆x2
' f ′′(x) (II)

Trong bài toán đặt ra, ta sẽ rời rạc hoá các điểm trên trục Ox thành các điểm
i∆x với i = 1, 2, 3, ..., n
Tương tự ta cũng rời rạc hoá các điểm trên trục Oy thành các điểm j∆y và thời
gian thành các điểm n∆t.
Khi đó ta kí hiệu :

C(x, y , t) = Cni,j (III)

Dựa vào phương trình (I),(II),(III) ta viết lại phương trình (*):

Cn+1i ,j − C
n
i,j

∆t
= D

(
Cni+1,j − 2Cni,j + Cni−1,j

∆x2
+
Cni,j+1 − 2Cni,j + Cni,j−1

∆y2

)
− u

(
Cni+1,j − Cni,j

∆x

)
− v

(
Cni,j+1 − Cni,j

∆y

)
hay

Cn+1i ,j = Cni,j +D∆t

(
Cni+1,j − 2Cni,j + Cni−1,j

∆2x
+
Cni,j+1 − 2Cni,j + Cni,j−1

∆2y

)
− u∆t

(
Cni+1,j − Cni,j

∆x

)
− v∆t

(
Cni,j+1 − Cni,j

∆y

)
Trên thực tế nhà máy xả thải liên tục, như đã noí ta có thể xem các lần xả thải
cách nhau một khoảng thời gian ∆t nhất định. Do do ta co the xem C0i ,j = m(

voi m la nồng độ chất thải trong một lần xả).
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(1) Mô hình xả thải của một nhà máy :
Gọi m là nồng độ xả thải trong một lần của nhà máy. Như đã trình bày ở phần
trên ta xét giá trị của hàm số C tại các điểm rời rạc Cni,j với quy ước rằng

Cn0,0 = m, và C0i ,j = 0 với i , j 6= 0, Cn0,j = 0 với j 6= 0, Cni,0 = 0 với i 6= 0.

Như vậy nồng độ chất thải tại toạ độ (i∆x, j∆y) tại thời điểm n∆t là

Cn+1i ,j = Cni,j +D∆t

(
Cni+1,j − 2Cni,j + Cni−1,j

∆x2
+
Cni,j+1 − 2Cni,j + Cni,j−1

∆y2

)
− u∆t

(
Cni+1,j − Cni,j

∆x

)
− v∆t

(
Cni,j+1 − Cni,j

∆y

)
Trên thực tế, nồng độ chất thải có thể bị bão hoà. Gọi l là mức bão hoà của

nồng độ chất thải, khi đó nếu tồn tại n, i , j sao cho Cni,j ≥ l thì ta lấy Cni,j = l .

(2) Mở rộng mô hình cho n nhà máy :

1
d2

2 3 n

u
v

dxi i

dyi

Giả sử có n nhà máy trên sông xả thải cùng một lúc. Trong phần này ta chỉ xét
nồng độ trên sông trong lúc tất cả các nhà máy đang còn xả thải.
Đặt gốc toạ độ tại O(0, 0) tại nhà máy thừ nhất. Vận tốc theo phương x,y là
u, v như hình vẽ. Toạ độ của nhà máy i là (dxi , dyi). Thời gian ∆ti là thời gian
cách nhau giữa 2 lần xả của nhà máy i , nồng độ xả thải ban đầu của nhà máy
i = mi như hình vẽ.
Gọi nồng độ chất thải của nhà máy thứ i là Ci(x, y , t) theo hệ toạ độ đã chọn.
Tương tự mục trên,nhưng thay vì hệ trục toạ độ tại điểm xả của nhà máy thì
bây giờ gốc toạ độ được tịnh tiến theo vector (dxi , dyi). Nếu ta xét nồng độ

chất thải tại thời điểm t kể từ lúc nhà máy xả thải thì Ci(x, y , t)=C
ti
i (i , j) ( Ta

chọn ti= [
t

∆ti
]: phần nguyên) Do vậy :

Ci(x, y , t) = C′i (x + dxi , y + dyi , t)

Với C′i là nồng độ chất thải của nhà máy i được tính như mục 1.
Như vậy nồng độ ô nhiễm trên sông do n nhà máy gây ra là :

S(x, y , t) =

n∑
i=1

Ci(x, y , t)
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hay

S
[t]
i ,j =

n∑
i=1

Ci(i , j, ti)

( Với [x] là phần nguyên của x)
Nếu tồn tại n, i , j sao cho Sni,j ≥ l thì ta lấy Sni,j = l .

4.3. Xác định nguyên nhân chính gây ra ô nhiễm

Trong bài toán có nhiều nhà máy gây ra ô nhiễm trên sông, qua cách giải quyết
như đã nói trong phần 3.2 ta đã biết được khu vực bị ô nhiễm nhất của con
sông qua giá trị cùa hàm S, đồng thời ta cũng biết được giá trị nồng độ ô nhiễm
do từng nhà máy đóng góp qua giá trị của hàm C tại khu vực đó. Khi đó ta xác
định được mức gây ra ô nhiễm của từng nhà máy qua giá trị:

Pi =
Ci
S

Với Pi là hàm số đặc trưng cho mức dộ gây ra ô nhiễm của nhà máy i tại một
khu vực nhất định.
Giá trị của Pi càng lớn thì mức độ gây ra ô nhiễm của nhà máy i càng cao.

4.4. Mô phỏng mô hình

Bảng 1: Hiện trạng các nguồn ô nhiễm đổ vào sông X

STT Nguồn xả thải Nồng độ (
kg

m3
)

1 Khu công nghiệp gang thép A 0.56

2 Nhà máy giấy B 0.35

A

u

v

B

Giả sử A và B xả thải cùng thời điểm. Đặt hệ trục toạ độ Oxy tại nhà máy A có
phương trùng với vận vector vận tốc u, v của dòng sông. Tọa độ điểm B(10,5). Ta
chọn ∆x= ∆y=0.1. Khoảng cách giữa 2 lần xả thải của A,B là ∆t=0.1s. Hằng số
khuếch tán D = 10−10. Khi đó áp dụng 4.2 ta sẽ tính được nồng dộ chất thải của
dòng sông tại thời điểm n∆t
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5. Nhận xét đánh giá

Ưu điểm:

(1) Xác định khá chính xác nồng độ chất ô nhiễm trong không gian 2D.
(2) Xác định được thủ phạm chính gây ra ô nhiễm.
(3) Mô hình có thể mở rộng ra được nhiều trường hợp.

Nhược điểm:

(1) Vì mô hình bỏ qua một số yếu tố ngoại lực như lực đẩy của gió, vi sinh vật có
khả năng làm sạch nước hay các nguồn thải sinh hoạt của con người nên mô
hình cho kết quả không hoàn toàn chính xác.

(2) Vì rời rạc hóa các phương của hệ tọa độ nên mô hình nên mất đi phần nào mối
quan hệ giữa các phương.

Cách khắc phục:

(1) Vì một số vi sinh vật trong nước có khả năng làm sạch nước bằng cách oxy hóa
chất thải ( ví dụ vi sinh vật khử amoni có khả năng biến NH+4 thành khí N2,
làm nộng độ chất thải giảm đi k lần. Vì vậy ta có thể lấy nồng độ chất thải chia
đi với k để con số chính xác hơn.

(2) Ta cũng có thể lấy ∆x , ∆y , ∆t rất nhỏ để tính chính xác được cao hơn.
(3) Ngoài ra cũng có thể bổ sung các yếu tố ngoại cảnh khác. Ví dụ vận tốc của

gió có thể làm thay đổi vận tốc u, v của dòng nước, ta có thể cộng vector vận
tốc gió với vector vận tốc của dòng chảy để tạo thành vector tổng mới.
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6. Mở rộng vấn đề

Trong các phần trên, ta chỉ xét mô hình trên một con sông. Trong mục này ta sẽ xây
dựng mô hình trên nhiều nhánh sông đổ ra cùng một con sông.
Ta xét các con sông như sau :

S2
S3

S1

Trong đó chiều của các con sông chảy như hình vẽ và tất cả con sông đều đổ về S1.
Giả sử các nhà máy trên trong hệ sông như hình vẽ có thời gian bắt đầu xả thải là
như nhau.
Ta tính được nồng độ ô nhiễm trên sông m qua giá trị của hàm số Sm là tổng chất
thải trên sông m với m=2,3. Ta tính được nồng độ chất thải trung bình tại điểm cuối
cùng của sông S2 theo công thức :

Sn
2(i2,j)

=

k2∑
j=0

Sn(i2,j)

k2

Với chiều rộng của sông là k2∆y và toạ độ theo phương x tại điểm giao với sông S1
là i2∆x
Giá trị trên chính là nồng độ chất thải trung bình của đầu sông S1(cuối sông S2) do
sông S2 góp vào tại thời điểm n∆t. Tương tự ta cũng tính được:

Sn
3(i3,j)

=

k3∑
j=0

Sn(i3,j)

k3

Trong đó Snm(im, j) là nồng độ chất thải trung binh tại điểm cuối cùng của sông Sm
Đặt Cn1 = Sn

2(i2,j)
+ Sn

3(i3,j)
Ta có thể coi giá trị này như là nồng độ chất thải trong

một lần xả thải của nhà máy thứ 1 (nhà máy ảo) đặt đầu sông S1 tại thời điểm n∆t.
Bài toán trở về việc xét nồng dộ chất thải trên sông S1. Giả sử sông S1 có m nhà
máy. Ta đặt hệ trục toạ độ tại nhà máy 1 như hình vẽ. Dựa vào mục 4.2 ta tính được
nồng độ chất thải của sông S1, tuy nhiên giá trị n của hàm Sni,j được tính theo thời

gian kể từ lúc các nhà máy bắt đầu xả thải ( tức là lấy thời gian này làm mốc ), còn
i , j được tính theo hệ trục độ mới.
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7. Phụ lục

(1) Giải phương trình vi phân bằng Python
Tương tự mục 3.2.1 ta được mô hình xả thải của một nhà máy là :

Cn+1i ,j = Cni,j +D∆t

(
Cni+1,j − 2Cni,j + Cni−1,j

∆x2
+
Cni,j+1 − 2Cni,j + Cni,j−1

∆y2

)
− u∆t

(
Cni+1,j − Cni,j

∆x

)
− v∆t

(
Cni,j+1 − Cni,j

∆y

)
import numpy as np
import ma t p l o t l i b . p yp l o t as p l t
#p l a t e s i z e
w = h = 20.
# i n t e r v a l s i n x−, y− d i r e c t i o n s , mm
dx = dy = 0.1
D = 4.

Tcool , Thot = 300 , 700

nx , ny = i n t (w/dx ) , i n t (h/dy )

dx2 , dy2 = dx∗dx , dy∗dy
dt = dx2 ∗ dy2 / (2 ∗ D ∗ ( dx2 + dy2 ))

u0 = Tcool ∗ np . ones ( ( nx , ny ) )
u = np . empty ( ( nx , ny ) )

# I n i t i a l c o n d i t i o n s − r i n g of i n n e r r a d i u s r , w idth dr cen t r ed at

( cx , cy ) (mm)
r , cx , cy = 0.5 , 2 , 2
r2 = r ∗∗2
f o r i i n range ( nx ) :

f o r j i n range ( ny ) :
p2 = ( i ∗dx−cx )∗∗2 + ( j ∗dy−cy )∗∗2
i f p2 r2 :

u0 [ i , j ] = Thot

def d o t im e s t e p (u0 , u ) :
# Propagate wi th forward−d i f f e r e n c e i n time , c en t r a l−d i f f e r e n c e i n

space
u [1:−1 , 1:−1] = u0 [1:−1 , 1:−1] + D ∗ dt ∗ (

( u0 [ 2 : , 1:−1] − 2∗u0 [1:−1 , 1:−1] + u0 [:−2 , 1:−1])/ dx2
+ (u0 [1:−1 , 2 : ] − 2∗u0 [1:−1 , 1:−1] + u0 [1:−1 , :−2])/ dy2 ) −

dt ∗( u0 [ 2 : , 1:−1]−u0 [1:−1 , 1:−1])/ dx − dt ∗( u0 [1:−1 , 2:]−u0 [1:−1 , 1:−
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1 ] )/ dy

u0 = u . copy ( )
return u0 , u

# Number of t imes t ep s
ns teps = 101
# Output 4 f i g u r e s at these t imes t ep s
mfig = [0 , 30 , 70 , 100]
f ignum = 0
f i g = p l t . f i g u r e ( )
f o r m i n range ( n s teps ) :

u0 , u = do t im e s t e p (u0 , u )
i f m i n mfig :

f ignum += 1
p r i n t (m, f ignum )
ax = f i g . a d d s u b p l o t (220 + fignum )
im = ax . imshow (u . copy ( ) , cmap=p l t . ge t cmap ( ’ hot ’ ) ,

vmin=Tcool , vmax=Thot )
ax . s e t a x i s o f f ( )
ax . s e t t i t l e ( ’ : . 1 f ms ’ . format (m∗dt ∗1000))

f i g . s u b p l o t s a d j u s t ( r i g h t =0.85)
c b a r a x = f i g . a d d a x e s ( [ 0 . 9 , 0 .15 , 0 .03 , 0 . 7 ] )
c b a r a x . s e t x l a b e l ( ’$T$ / K ’ , l a b e l p a d =20)
f i g . c o l o r b a r ( im , cax=c b a r a x )
p l t . show ()
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