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M6 dau

Dai sb6 tuyén tinh 13 mdt nganh cla Todn hoc nghién ctiu cac phuong trinh tuyén tinh, cic dnh
xa tuyén tinh, va biéu dién cta ching dudi dang ma tran trong khéng gian vector.

Ngoai viéc déng vai trdo nén tang trong hau hét moi linh vuc khdc clia Todn cao cap, dai sb
tuyén tinh cung cip cac cong cu co ban dé nghién ctu vector, ma tran, ham sé lién tuc, gitp
ich trong viec mé hinh héa di liéu, hinh anh, téi uu hdéa, va tir dé cé nhiéu mé hinh ting dung
duoc trong cac bai toan thuc té ndi chung va trong Machine Learning ndi riéng.

Cac tac gid viét tai lieu nay véi mong mubdn vira gitp ban doc hiéu duoc y nghia toan hoc cla
cac khai niem va dinh ly, qua dé cam nhan dugc vé dep cua DSTT, vira thu nhan dugc nhiing
kién thic co ban thudng dung trong Machine Learning (ML). D& dung hda dugc ca hai muc
tiéu nay thuc su khé khan, céc tac gid xin chan thanh cdm on anh Lé Viét Hai' da déng gop
va chinh stra 16i sai cho tai liéu nay.

1 University of Pennsylvania State, U.S.A



Danh phap tiéng Anh

Danh sach nhiing khdi niém Todn hoc trong tai liéu va danh phap tiéng Anh cla ching dé tién
cho nhiing ban tra cttu online:
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Tuyén tinh: Linear

Sé thuc: Real/Real Number
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Téng: Sum

Nhan: Multiply

Tich: Product

Ly thiura: Power

. Tich v6 hudng (vector): Dot product
. Tich cta vdi sb thuc: Scalar product
. Giao hoan: Commutative
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. Dong: Row

. Cot: Column

. Heé sb: Index
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. Ma tran don vi: Identity Matrix
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Kha nghich: Invertible
Dinh thiic: Determinant
Dang bac thang: Row-Echelon Form

Dang bac thang rit gon: Reduced Row-
Echelon Form

Phép khur: Elimination

Phép bién déi dong: Row operation
So cap: Elementary

Khoéng gian vector: Vector space
Khong gian con: Subspace

Khoéng gian cot /hang /hach: Column /row
/nullspace

T6 hop tuyén tinh: Linear combination

Phu thudéc /Ddc Iap tuyén tinh: Linearly
dependent /independent

Co s6: Basis

Tap sinh: Span

Chiéu: Dimension

Truc giao: Orthogonal

Truc chuan: Orthonormal

Anh xa tuyén tinh: Linear transformation
Tap anh: Image

Nhan: Kernel

Ma tran biéu dién: Representation Matrix
Doéng dang: Similar/Conjugate

Tri riéng: Eigenvalue

Vector riéng: Eigenvector

Chéo héa: Diagonalize



Vector | 1

1 Vector

Vector va ma tran |13 hai dbi tuong nghién ctiu chinh cla dai sb tuyén tinh. D€ thuan tién cho
viéc tinh toan, ngudi ta da phat minh ra cac phép toan céng va nhan trén tap hop cac vector,
cling nhu tap hop cac ma tran, sao cho cac tap hop nay déu déng dbi véi cac phép todn ké
trén.

1.1 Vector

Dinh nghia 1.1 (Vector). Trong IR”, mot vector |a mét bo n sb thuc cé thi tu:
X=(x1,%x,x3,-+,xn), xi€R, Vie{l,2,---, n}

Vidu 1.2. 7= (1,2) Ia mot vector trong IR:

<l

y

Céc cach hiéu tuong duong nhau:
* Mii tén cé hudng va do dai (Vat Ly).
* Mot bo cé thir tu cac s6 (Tin Hoc va D Liéu), dung dé luu trir théng tin clia cac con
ngudi/vat thé, v.v. Vi du nhu nha &:
(10,40,3) = Nha cho thué 10 triéu, dién tich 40m? va cé 3 lau.

x Toan hoc: cé thé cong cac vector va nhan vector véi mot hang sé.

y a

(Sxd}

altb

* R" la moét vi du ctia khdng gian vector.

Sneak peek:

* Mot mat phang trong IR3 di qua gbc toa do O 13 mét khong gian con.



1.2 Phép cong vector, phép nhan hang sb

Sau khi da gidi thiéu khai niém vector, ta van can thém nhiing cédng cu dé lam viéc véi chiing
mot cach hiéu qua. Nhing cdng cu nay dudc goi la cac phép toan. Cac phép todn cho phép ta
tao ra vector méi tir mot sb vector cho trudc, cé y nghia trong viéc tinh todn va biéu dién
vector.

Ta bat dau véi 2 phép todn co ban: phép coéng va phép nhan hang sb.

Dinh nghia 1.3 (Phép cong vector). Cho 2 vector X = (xy, xo, . . ., xp)vay = ya ..., Yn)
trong R”. Téng cua X va y, ky hiéu 1a X+ y 1a mot vector trong R” cé dang

X+y=M+y.x+ty,. .., Xn + Yn).
Vi du 1.4. Trong R3, ta c6:
* (2,-1,3)4+(5,1,-3) = (7,0,0).
*x Va,b,c € R:(a,0,0)+(0,b0)4(0,0,c) = (a,b,c).

Dinh nghia 1.5 (Vector khong). Trong R”, vector khéng, ky hiéu 13 0 |3 vector cé céc thanh
phan bang 0: 0 = (0,0, ..., 0).

Dinh nghia 1.6 (Phép nhan hang s6). Cho vector X = (x1, %2, . . ., xp) € R" va s6 thuc c € R.
Tich cla X véi ¢, ky hiéu la cX, la mot vector trong IR” cé dang

cX = (cx1, cxo, ..., CXp).
Vi du 1.7. Trong R3, ta c6:
x 2(2,-1,3) = (4,-2,6).
x VYa,b,c € R:a(1,0,0)+ b(0,1,0)+¢(0,0,1) = (a, b, c).

Cdc phép todn vector nay cé mdt sb tinh chat tuong déng véi phép cdng va nhan sb thuc:

Tinh chit 1.8 (Tinh chit co ban clia phép toan vector). V&i moi vector X, 7, Z € R" va s
thuc a, b € R, ta co:

y
+Z7=X+(y+Z2) (Két hop).
*x a(bx) = b(ax) = (ab)X (Két hop ctia phép nhan).

x (a4 b)x = aX+ bX (Phan phoéi trai).
x a(X+y)=axX+ay (Phan phdi phi).



1.3 Phuong, huéng va do dai vector

Trong phan nay, ta xem xét vector dudi géc do hinh hoc: vector X 13 doan thang cé hudng ndi
gbc toa do 0 téi diém co toa do trung véi cdc thanh phan cta X. Dudi dang hinh hoc nay, cac
vector sé c6 phuong, huéng va do dai.

Dinh nghia 1.9 (Phuong va hudng). Cho 2 vector X, y € R". Khi dé X cung phuong (song
song) vGi y néu ton tai s6 thuc ¢ sao cho: X = cy.

x Néu ¢ > 0, ta ndi X cing huéng véi y.
x Néu ¢ < 0, ta néi X nguoc huéng véi y.
+ Néu ¢ =0, X =0, ta néi 0 khéng cé huéng.

Dinh nghia 1.10 (D6 dai vector va tinh chat co ban). Dé dai cla vector X = (x1, X2, ..., Xp),
ki hiéu ||x||, dugc tinh bdi cong thuc:

I = /32 + 33+ ... x2.

Dinh nghia 1.11 (Vector don vi). Khi ||X|| = 1: X dugc goi la vector don vi.

DE lien két cac khai niém trén véi cac phép toan trén vector, ta cé cac tinh chat:
Tinh chat 1.12. Vi moi vector X,y € R", c € R, ta cd:
* 0 ludn ciing phuong véi X.

* ¢X luén ciung phuong vaoi X.

>

[ex]l = el IX]].

1%+ 7|l < |I] + |I¥]| (B4t dang thitc tam giac)

>

Dau ‘=" xdy ra khi va chi khi ¥ = kX vdi k > 0 hodc X = 0.

1.4 Tich vo huéng

Bén canh phép nhan sb thuc va phép cong, tich vdé huéng ciing 1a mot phép todn nén tang
trén cac vector. Sau day ta sé thiy cac khai niém khodng cach, do dai va géc gilia cic vector
déu cé thé biéu dién qua tich vd hudng.

Dinh nghia 1.13 (Tich v6 hudng). Cho 2 vector X = (x1, X2, ..., Xs) va ¥ = (y1, Y2, ..., ¥n)
trong IR”. Khi d6 tich vé huéng cla X va y, ki hiéu la X- ¥ (hodc (X, y)), la mdt gid tri duoc
cho badi cong thic:

Xy =X1y1+ X2+ + Xp¥n.

Tu dinh nghfa trén cé thé dé dang chiing minh cac tinh chit sau:

Tinh chat 1.14 (Tinh chét co ban cua tich vo hudng). V6i moi vector X,y € R" va sé thuc
k € R, ta co:

- =

* X-y=y-X (Giao hoan),



Dinh ly 1.15 (Y nghia hinh hoc cta tich v6 hudng). Gid st 6 la goc giiia 2 vector X va y (
0<0<m) taco:
-y = [IX][|ly]| cos®.

X1

Tu dinh nghia trén, ta cé thém cac tinh chat:

Tinh chat 1.16. V6 moi vector X,y € R", ta co:
x Néu X -y = 0 thi 2 vector nay vuéng goc vdi nhau (9 = i%) ky hiéu X Ly,
« |X-7] < XYl (B4t ding thitc Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz).

Dau ‘=" xdy ra khi va chi khi X va y ctng phuong.

Dinh nghia 1.17 (Hinh chiéu Ién vector). Cho X va ¥ 1a 2 vector trong R” (¥ # 0). Hinh
chiéu vuéng géc cla X 1én i, ky hiéu 13 projy(X), la mét vector cuing phuong véi y' c6 khoang
cach ngan nhit dén X

proj;(X) =Z€R" < JceR:Z=cy, (X—2Z)-y=0.
Tinh chat 1.18. V6i moi X, ¥ € R"\ {0}, ta co:

1. X-y = projy(X) -y = X - projg(¥).

<

% . X oo . Y A . A X- -
2. projy(X) la duy nhat véi méi X va duoc tinh bang céng thiic projy(X) = |y||2y.

3. projz(0) = 0.

Sneak peek. M6t cich téng quat, ching ta cé thé dinh nghia duoc hinh chiéu clia mot vector
lén mot khéng gian con (sé dugc hoc sau).

Bai tap
Bai tap 1.1. Hay ching minh toan bd dinh ly/tinh chat phia trén.

Bai tap 1.2. Néu ding tur gbc toa do va budc moét doan theo vector X = (x1, xo, . . ., Xn,
ta sé ding & diém (x1,x,. .., xp). Tiép tuc buéc mot doan theo vector y =
(y1,¥2,...,¥n), ta sé ding & diém (x1 4+ y1,%0 + ¥o,...,Xn + ¥n), ciling tuong Ung
véi X + . Nhu vay viéc cong 2 vector c6 thé xem nhu viéc “cong” 2 di chuyén véi nhau.
Hay mé tad y nghia cla cac khai niém phuong, chiéu va dé dai cla vector dudi géc do
“di chuyén” nhu trén.

Bai tap 1.3. Tim hinh chiéu cla (1,2,3) lén (2, 1, 3) trong R3.

Bai tap 1.4. Ching minh tinh chat 1.18.



Ma tran |
2 Ma tran
2.1 Khai niém

Trong phan nay ta sé tap trung vao dinh nghia, cic tinh chit co ban clia ma tran ciing nhu
cac phép toan trén ma tran. Viéc ra doi clla ma tran da gidp kham pha cac thuat toan giai hé
phuong trinh tuyén tinh mot cdch tién lgi (phan 4). Tuy nhién, y nghia sau xa cla viéc phat
minh va st dung ma tran trong todn hoc sé duoc lam rd trong phan 7, Anh xa tuyén tinh .

Dinh nghia 2.1 (Ma tran). Cho m, n € IN va truong [F. Ma tran kich thuéc m x n trén FF la
mot bang hinh chii nhat gdm m dong va n cdt cé dang

ail di2 ... din
ani a»> ... daonp

trong dé aj;; € F goi la phan tu (hé sb6) ¢ dong /, cot j clia ma tran trén.
Dang rit gon: (ajj) mxn hodc (a;;) (néu da ngam hiéu kich thuéc ma tran)

Nhan xét 2.2.

x Trong bai gidng nay, ta chl yéu lam viéc véi ma tran trén truong sb thuc R, va sé dé cap
dén ma tran trén truong phic C & phan Gia tri rieng, Vector riéng va Da thic dac trung.

* Ky hiéu Mpxn(IR) hodc R™*" |a tap hop nhiing ma tran kich thuéc m x n trén R.
x Vi ma tran A kich thudc m x n cho trudc, ta ky hiéu A;; thay cho phan tu dong 7, cot j.

Vi du 2.3. Duéi day la cdc loai ma tran:

01 ~19 4 10 1= 0 0 0

10 17 1 2 o 1 0 0
0 0 5-2i 0

]R2X2 ]R2><3 C3><4

Dinh nghia 2.4. Hai ma tran A va B dudc goi |3 bang nhau (ky hiéu A = B) néu va chi néu
thdéa ca hai diéu kién dudi day:

1. Ava B cung kich thudc, tiic 1a ton tai m, n € N sao cho A, B € R™*".
2. Méi cip phan tl tuong ting bang nhau, tuc la
Ajj = Bij,

véi moi (i,j) € {1,...,m} x{1,...,n}.

2.2 Vector dong, vector co6t va mot sé loai ma tran don gian

Khi mét ma tran cé moét kich thudc 1 x k hay k x 1, né sé cé dang cbdt hodc hang, va thuc
chat chi la mot bo k s6. Diéu nay dan dén viéc biéu dién cac vector dudi dang ma tran.

5



Ma tran |

Dinh nghia 2.5 (Vector cot, dong). Ma tran cé kich thudc 1 x n dugc goi la vector dong.
Ma tran cé kich thuéc m x 1 dugc goi la vector cot.

Mot ma tran kich thudc m x n cé thé xem nhu | ghép cla m vector dong (hodc n vector
cot):

A1 A ... Aj row; (A)
A= A:Ql Afz Af“ — mwf(A) = [coly(A) cola(A) ... coln(A)],
Ami Amo ... Amn rowm,(A)
Ay
trong dé row;(A) = [Ai1 A ...Aj] va col;(A) = 7o)
Amj

Luu y. Thong thuong khi ndi vé vector trong R” ma khéng ndéi gi thém, ta mac dinh day la
vector cot.

Sau day 1a mot sb loai ma tran phd bién va c6 nhiéu ting dung.

Dinh nghia 2.6. Ma tran khoéng (ky hiéu 0,,x, hodc 0) kich thuéc m x n la ma tran cé tat
ca hé sb déu bang 0.

Dinh nghia 2.7. Ma tran vuéng |a ma tran cé sb dong bang sb cot. Ta ndi ma tran vuéng

cap ny mudn chi dén ma tran kich ¢ n x n.

Trong ma tran vuéng A cip n, cac hé sb A;; hop thanh dudng chéo clia ma tran A.
diag(A) = [All A,',' Ann} .

Hé s6 Ajj v6i i < j goi la hé sb ndm phia trén dudng chéo; hé s6 Aj; v6i j < i goi la hé s ndm

phia dudi dudng chéo.

Dinh nghia 2.8. Ma tran dudng chéo |3 ma tran vudng c6é cdc hé s6 nam ngoai dudng chéo

bang 0.
A1 0 ... O
0 A»n ... O
0 0 ... Amn

Khai niém tiép theo, ma tran don vi, dong vai tro chi chbt trong rat nhiéu phép tinh toan
trén ma tran. Y nghia clia né sé duoc lam sang to trong Phan 3.

Dinh nghia 2.9. Ma tran don vi (ky hiéu / hodc /,) la ma tran dudng chéo cé cac hé sb trén

duong chéo chinh la 1.

Trong toan hoc, Kronecker delta dugc dinh nghia Ia ham hai bién (thuong xét trén tap hop
cac sb nguyén khong am Z2):

5(x.v) 1néux=y,
X, y) = )
Onéu x #y.

6



Lic do, ta c6 (Ip);; =6;, Vije{l,..., n} va

= O O O

Dang ma tran tiép theo ciing cé vai trd quan trong trong tinh toan ma tran, ting dung phd
bién nhat clia né |a trong viéc gidi hé phuong trinh tuyén tinh théng qua thuat todn Gauss

Jordan, sé duoc hoc trong Phan 4.4.

Ma tran tam giac trén (du6i) 13 ma tran vudng ma tit cd hé sé nam phia duéi (trén) duong

chéo déu bang 0.

dil1 d12 ... din
. ., . 0 822 . 82,7
Ma tran tam gidc trén: _
| O 0 ann
-311 0 0 i
R . . dp1 doo ... 0
Ma tran tam giac dudi:
_anl an2 . ann_

Mot cach toan hoc, ta co:

trén khi va khi khi A; =0, Vj<i,

A= (A la ma tran tam gidc
(A | ’ {duéi khi va khi khi Aj; =0, Vi< J.

Bai tap
3
aen 2.5 _ |45 6| - P 0
Bai tap 2.1. Cho A = ] ,B_[g 5 7],C_[lo 11},D_L3}Hayxacdgnh
0
cac ma tran sau:
B B <
D E A va A - D|D
C




3 Cac phép toan trén ma tran

Sau khi da dinh nghia va xay dung mét sb dang ma tran, ching ta van chua thé st dung chiing
cho dén khi da tim dugc cach tuong tac ching véi nhau (tuong tu nhu Héa hoc - sau khi tim
ra mot chat méi ta phai tim hi€u cdch né phan Gng véi chat khac). Su tuong tac nay chinh 13
cac phép toan trén ma tran. Ngoai cdc phép cong va nhan duoc xay dung mé phong theo sb
thuc, sé cé moét sd phép toan dic thu cho ma tran.

3.1 Phép chuyén vi

Phép chuyén vi |3 mdt phép todn quan trong va dic thu cla ma tran. Chuyén vi cho phép ta
déi thi tu cac truc ngang - doc clia ma tran, hay hoan déi cot va dong.

Dinh nghia 3.1 (Phép chuyén vi). Cho A € R™*” ma tran chuyén vi clia A la mot ma tran
kich thuéc n x m (ky hiéu A™) théa man:

véi moi (i,5) € {1,..., m}x{1,..., n}.

Vi du 3.2.
A AT
1 2 3 L4
4 5 6 23
3 6

Tinh chit 3.3. Cho A, B € R™", khi do:

* (row;(A) )TT = col;(AT),
(col;(A))" = row;(AT),

* (AT = A,
x* (A+B)T = AT + BT,

* A duoc goi la d6i ximg néu A = AT .
Khi do diéu kién can dé hai ma tran nay bang nhau la ching ciing cé, tic la m = n,
nghia 1a diéu kién can dé€ ma tran dbéi xing chinh 1a ching phdi 1a ma tran vuéng.

3.2 Phép nhan v6 hudng

Phép nhan co ban clia ma tran véi sb thuc ciing tuong tu nhu véi vector.

Dinh nghia 3.4 (Phép nhan v hudng). Cho ma tran A € R™*" va a € R. Ta dinh nghia két
qua cla phép nhan vd hudéng gitta a va A la ma tran kich thuéc m x n (ky hiéu aA) cé dugc
bang cach nhan mdi hé sb ctia A véi a.

(OlA),‘j = O(.A,'J',



Cac phép todn trén ma tran |

Vi du 3.5.
3{1—/ o} _ {3—3/ 0 }
0 1+ 0 3+3i|"
12 2 4
213 4 = 6 8
5 6 10 12

Tinh chit 3.6. Cho A€ R™" va o, B € R, khi do:
*x a(BA) = (aB)A = (Ba)A = B(aA),
x (aA)T = aAT,
* 0A = Omxn,
* 1A= A.

3.3 Phép cong

Diéu kién can va du dé ta cé thé cong hai ma tran |a chdng phai cung kich thudc.

Dinh nghia 3.7 (Phép cong ma tran). Cho A, B € R™*". Ta dinh nghia tdng cia hai ma tran
(ky hieu A+ B) la ma tran cung loai véi cac hé sb 1a téng (tai vi tri tuong (ing) cla A va B:

(A+B)jj = Aj + Bjj,

véi moi (i,j) € {1,..., m} x{1,..., n}.

Vi du 3.8.
1 5 8 1 0 ) -
[_2 3 2} + {O 1} : Khong xac dinh,
2 3 2 012 = |2 4 4|

Trén trudng R, ta cé nhiing tinh chat sau:

Tinh chat 3.9. Cho A, B,C € R™" va a, B € R. Khi do:
* A+ B=B+A,

(A+B)+C=A+(B+0C),

Omxn+A=A+0mxn = A,

A+ (—A) = Opun = (—A) + A,

(A+B)T = AT + BT,

>

*

>

>

>

a(A+B)=aA+aB,
* (a+B)A=aA+ (A,

9



Cac phép todn trén ma tran |

* (—a)A=a(—A) = —(aA).

3.4 Phép nhan ma tran

Cho hai ma tran A va B, diéu kién can va du dé ta c6 thé nhan hai ma tran nay (theo ding
thit tu, ky hiéu la AB) 1a sb cot clia A bang véi sb6 dong clia B. Khi dé ta dinh nghfa phép
nhan nay nhu sau:

Dinh nghia 3.10 (Phép nhan ma tran). Cho A € R™*" va B € R"*P. Khi d6 phép nhan ma
tran A va B (ky hiéu AB) cho ra mét ma tran loai m x p (tic AB € R™*P) trong dé (AB);;
dugc xdc dinh béi tich vo huéng ctia (row,(A))" va col;(B):

(AB); = {((row;(A))", col;(B))

n
= Y Aw.Byj.
k=1

Hinh 1 minh hoa mdt cach truc quan phép nhan ma tran. C6 thé thay, viéc viét ma tran B Ién
phia phai trén clia ma tran A va tich AB gilta A va B gilp viéc thuc hién phép nhan dé dang
hon.

2
Vidu3.11. Cho A=[1 5 6] vaB= |4].Khidé:
7
2 10 12
BA = |4 20 24
7 35 42

AB = [1x2+45x4+6x7]=[64].

Nhan xét 3.12. V6i hai ma tran A, B bat ky, c6 kha ning ta nhan dugc A va B nhung khéng
thé nhan duoc gitta B va A. Phép nhan ca 2 chiéu chi cé thé thuc hién duoc khi B cé cung
kich thudc véi AT

Diéu nay c6 nghia phép nhan ma tran néi chung khéng giao hoan. Luu y rang ton tai vo sb
cap ma tran A, B sao cho AB = BA. C3p ma tran nao thda man diéu nay duoc goi la giao
hodn v&i nhau.

Nhan xét 3.13. Véi 2 vector cot u, v thudc R”, tich uT v 1a mét ma tran 1 x 1 va cé thé xem
nhu mét sé thuc bang tich voé huéng u - v.

Bo dé 3.14. (Quan trong - Lién hé giiia tich vé hudng va phép nhan ma tran)
Cho Ae R™" vax,y e R". Ta co
1. x-y=x"y,
2. Ax-y=x-Aly.
Tinh chat 3.15. Cho A € R™*": B, By, Bo € R™P;C € RP*9: Dy, Dy € RPX™M:
* ImA=A=Al,,

10



Cac phép toan trén ma tran | 11

B : ndong p cot

by ) ... b

Cij Cip

G
L9
S

A m dong n cot AB : m dong p cot

Hinh 1: Hinh minh hoa phép nhdn ma tran



* OpxmA =0 va Alpxg = Omxgq,

* (AB)T = BT AT,

x Phép nhan ma tran cd tinh két hop: (AB)C = A(BC),
% Phép nhan ma tran cd tinh phan phbi déi véi phép cong:

A(B1 + Bo) = AB1 + ABo,
(Dl + D2)A = DA+ D5A.

Bai tap
Bai tap 3.1. Hay ching minh toan bd dinh ly/tinh chat phia trén.

Bai tap 3.2. Tinh cac tich sau:

513 9 6 /10 0 [
S e 1 o b) [0 i of [0 i i
3) -1 00 i]loo i
O 0 0 O
0
Bai tap 3.3. Hay tong quat A", trong do:
2 —1 1 o
a)A—_3 e C)A__O e
[1 1 1 [1 1 1
b) A= |1 1 1|. dA=lo 1 1]
111 0 0 1

Bai tap 3.4. Cho A € R™". Gid sit A”® = A% = /,,. Chiing minh rang A = /". Tur dé
hay téng quat héa bai toan trén.

Bai tap 3.5. Cho A, B € R™". Ligu A> - B? = (A—B)(A+ B)? Néu cau tra loi la
khong, hay tim diéu kién dé dang thic trén xay ra.

Bai tap 3.6. Cho A, B € R™" |3 hai ma tran déi xiing. Chiing minh rang tich AB dbi
xtng khi va chi khi A, B giao hoan.

12



4 Hé phuong trinh tuyén tinh va phuong phap

[N

gi

Trong phan nay, chiing ta phat biéu bai todn hé phuong trinh tuyén tinh va mé ta thuat todn
giai bang phép khir Gauss-Jordan. Ban dau b6 mén Dai S6 Tuyén Tinh ra doi 1a dé phuc vu
cho viéc giai cac hé phuong trinh nay (trudc khi né dugc maé réong thanh céng cu trong Hinh

hoc Dai s6 va cac nganh khac).
4.1 Heé phuong trinh tuyén tinh

n
Mét phuong trinh tuyén tinh n bién trén R c6 dang Za/x/ = aix] +
i=1

do6 cac a; € R goi 1a hé sb tng véi bién x;. Tur d6 ta c6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 4.1. M6t hé m phuong trinh, n an trén R ¢ dang:

aiixi + ...+ aipxn = b

la mét hé phuong trinh tuyén tinh.
Trong dé céc ajj € R la céc hé sb tuong ting 6 hang i cta bién x;.

...+ apx, = a trong

Néu c6 moét bd (x1,...x,) € R" théa man hé phuong trinh trén thi ta goi ching la nghiém

clia hé phuong trinh nay.

Do cach dinh nghia phép nhan clia ma tran, ta cé thé viét lai hé phuong trinh trén thanh:

ail --- din X1 bl

aml e amn Xn bm

Hay don gian la Ax = b.

Vi du 4.2. Gidi hé phuong trinh:

2x + 3y = 19
X + y =71

DE gidi mot hé phuong trinh tuyén tinh, ta phai thuc hién cdc phép bién déi (khdng lam anh
hudng dén nghiém cla hé) nhu déi hai dong, nhan mdt dong v6i mot vé hudng (khac 0) hodc

la cbng trir dong nay cho dong kia.

D6 ciing chinh 13 co sé cho viéc nghién ctiu cach giai hé phuong trinh tuyén tinh.

4.2 Phép bién ddi so cip (trén dong)

Cho ma tran A € R™*":

13



Hé phuong trinh tuyén tinh va phuong phap giai | 14

Dinh nghia 4.3. Ta n6i mot phép bién déi duoc goi 1a so cap (trén dong) trén A khi va chi
khi né thuéc mét trong ba loai bién déi dudi day:

1. Trdo déi hai dong / va J:

row;-(A) I“OWJ.‘(A)

row;(A)«—row;(A)

I“OWJ.‘(A) row;-(A)

2. Nhan dong i v6i v6 huéng ¢ € R\ {0}:

A= [row;(A) romilA) erowilA) c.row;(A)

3. Céng dong 7 véi ¢ € R 1an dong J:

(A (A . (A
rowf( ) o, (A) o (A) oy (4) row; ( )+.C row;(A)

rowji (A) rowj.‘ (A)

Dinh nghia 4.4. Cho A, B € R™*". Ta ndi A tuong duong dong véi B (ky hieu A ~ B) néu
qua A ta cé thé thuc hién mot sd phép so cap trén dong thi ducc B.

4.3 Ma tran bac thang va Ma tran bac thang riat gon

Dinh nghia 4.5. M6t ma tran dugc goi 1a ma trdn dang bac thang néu va chi néu:
1. Cac dong khac 0 luén ndm trén cac dong 0,

2. Hé s6 cao nhat (hé sb khac 0 dau tién tinh tir trdi qua) cla bat ki dong khac 0 nao ludn
nam bén phai so v6i hé sé cao nhat clia dong phia trén.

Vi du 4.6.

O O O
O O O
O O o
O W 0 O
ON N
OO =, N W b
O, N WP~ o
O O =
O = O
— O O

o O O o o
O O O O~ N
O OO, N W

Cac ma tran bac thang



O O O =
o O O
O O o
w O o O
N O~ N
O O O O+~ O
O O OO N =
O O O WN
OO R, N P W
O~ N W oo >
O~ =
o = O
— O O

Cac ma tran khong cé dang bac thang

Dinh nghia 4.7. M6t ma tran dudc goi 1a ma trdn dang bac thang rut gon néu va chi néu:

1. Ma tran nay la ma tran bac thang,

2. Cac hé sb cao nhat trén cac dong khac 0 déu 1a 1,

3. D6i v6i mbi cdt ma né chira hé sb cao nhat (1a 1) cla dong khac 0 nao do, thi sb 1 dé

1a gia tri khac 0 duy nhat trén cot do.

Céac ma trén dang bac thang quan trong vi chiing lam cho viéc gidi hé phuong trinh tré nén
don gian hon rat nhiéu. Ta xem xét vi du sau:

Vi du 4.8. Cho hé phuong trinh tuyén tinh

1 2 3 4] [x 1
02 4 6| x|l |2
00 36| |xs| |3
000 4| |x 4

Hé trén tuy c6 dén 4 phuong trinh, 4 an nhung cach giai thuc ra lai cuc ky don gidn! Ta cé
thé bat dau tir dudi lén trén nhu sau:

1. Dong thit 4 cho ta: x4 = 1.

2. Dong thr 3 cho ta: x3 = (3—6x4)/3 = —1.

3. Dong thit 2 cho ta: xo = (2 —6xa —4x3)/2 = 0.

4. Dong thit1 chota: x1 =1 —4x3 —3x3 —2x0 = 0.
Nhu vay néu vé trai 1a moét ma tran dang bac thang, viéc gidi hé phuong trinh cé thé duoc
thuc hien mot cach dé dang tir dudi lén trén. Do d6, hé phuong trinh bat ky sé duoc giai

néu ta cé thé bién ddi né vé dang bac thang bang cac bién ddi so cip dong. D6 chinh
la muc tiéu cla thuat toan khir Gauss - Jordan sau day.

4.4 Phép khir Gauss - Jordan

Phép khir Gauss - Jordan |3 tén goi chung cho cdc phép bién déi so cap dong duoc thuc hién
trong thuat todn Gauss - Jordan dung dé giai hé phuong trinh tuyén tinh. Cac phép bién doi
nay duoc chon & tling budc dé dam bao hé phuong trinh duoc dua vé dang bac thang riit gon
mot cach nhanh nhit.

Ching ta bat dau véi dinh ly sau:

15



Dinh ly 4.9. Moi ma tran trong R™*" déu cé thé dua vé ma tran dang bac thang rut gon
théng qua mot sé phép bién doi so cap. Noi cach khdc, véi moi ma tran trong R™*" |uén tén
tai mét ma tran dang bac thang tuong duong dong véi ma tran do.

Ta c6 thé dua vao thuat toan Gauss - Jordan dé chiing minh dinh Iy trén:
Gid st A = (ajj) mxn € R™™:

Thuat toan khir Gauss - Jordan
Bat dau véi i :=1,j:= 1.
x Budc 0. Néu / > m hodc j > n thi thuat todn két thic, khéng thi chuyén qua buéc 1.

» Budc 1. Néu a;; = 0 thi trdo d6i dong / v6i mét dong bén dudi dé thu duoc ajj # 0,
sau dé qua budc 2.
Truong hap ma aj, = 0 véi moi J < k, tang Jy |én 1 don vi, tic la j : =+ 1 sau do
quay trd lai buéc 0.

x Budc 2. Dua hé s6 cao nhat trén hang /7 vé 1:
1
Irow,; (= —TIOW;j.
3,'_]'

Sau dé chuyén sang buéc 3.
* Budc 3. Dua tat ca cdc gia tri trén cot j (ngoai trir a;;) vé O:
TOW) = TOW) — ak;TOW;, Vk #£ i
Chuyén sang budc 4.
* Buwoc 4. Tang / va j Ién 1 don vi:
ii=1i+1,
Ji=J+1
Quay vé buéc 0.
RG& rang, ta thay rang mbi ma tran cé thé cé nhiéu ma tran dang bac thang tuong duong dong
v4i né. Tuy nhién, déi véi ma tran dang bac thang rut gon thi dé |a duy nhat:

Dinh ly 4.10. Cho A € R™*". Khi dé tén tai duy nhat mét ma tran dang bac thang riit gon
(ky hiéu 14 rref(A)) sao cho A ~ rref(A). Nghia I1a ta c6 thé xem rref : R™*" — R™*" /3
moét anh xa xdc dinh bién méi ma tran thanh mét ma tran dang bac thang rit gon tuong
duong dong vadi no.

S6 Iugng dong khac O ctia rref(A) chinh 1a hang? ctia ma tran A (ky hiéu la rank(A)).

Nhan xét 4.11. Dang bac thang dich ra tiéng Anh 1a Row-echelon Form, trong khi Rt gon
la reduced. Dang bac thang rat gon dich toan bé thanh Reduced Row-echelon Form, ducc
viét tat 13 rref.

2 Sé ducc dé cap ré hon & phan sau
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Hé phuong trinh tuyén tinh va phuong phap giai |

Vi du 4.12. Xét ma tran sau:
0O 3 -6 6 4 -5
A=13 -7 8 -5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

Ta co:

0 3 -6 6 4 5 "3 -9 12 -9 6 15 ]
A=|3 -7 8 -5 8 9 SLEANRLEEN 3 -7 8 -58 9
3 -9 12 -9 6 15 0 3 -6 6 4 -5
"3 -9 12 -9 6 15 ]

i — 0 2 -4 4 2 -6
0 3 -6 6 4 -5

el T3 -9 12 9 6 15

2, o1 —2 2 1 -3
0 3 -6 6 4 -5
"3 -9 12 -9 6 15 ]

S 01 -2 2 1 -3
000 0 0 1 4

30 -6 9 15 —12

wEntn g1 2 2 1 -3

00 0 0 1 4

et 10 235 -4

3 01 -2 21 -3

00 0 01 4

10 -2 30 —24

_EnTers 01 221 -3

00 0 01 4

10 -2 30 —24

T, 01 —220 -7

00 0 01 4

10 -2 30 —24
Qua do, rref(A) = | 0 1 -2 2 0 —7 | varank(A)=3
00 0 01 4

Thuc chat khi ta tac dong cac phép bién doi so cap (dong) lén hé phuong trinh ciing chinh a
tac doéng tuong ting trén ma tran A va b tuong (ing. Vi thé ta c6 thé ghép ndi ma tran b vao
ma tran A: goi la ma tran bé sung

a1l ... din b1
[Alb] = :

va thuc hién bién déi trén ma tran nay thay cho hé phuong trinh gbc.
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Hé phuong trinh tuyén tinh va phuong phdp gidi | 18

Nhan xét 4.13. D€ giai duoc hé phuong trinh trén, ta can dua chdng vé dang don gidn nhat,
va do chinh la dang ma tran bac thang rat gon.

Vi du 4.14. Gidi hé phuong trinh tuyén tinh sau trén R:

X1 + 2x + 3x3
X2+ 2x1 + 2x3
3x1 + 2x + 2x4
dx; 4+ 3x0 + 2x3

4-X4 =

3X4 =

+ o+ +

X3 =
X4 = 18

_|_

Viét lai hé phuong trinh tuyén tinh theo ding thd tu:

X1 + 2x + 3x3 + 4x4 =

2x1 + xo 4+ 2x3 + 3x3 =
3x1 + 2% + x3 + 2x4 =
dx; + 3x 4+ 2x3 + x4 = 18
Xét ma tran bé sung [A|b]:
123 4|7 1 2 3 4|7
212 3|6 S 0 -3 —4 -5/ -8
32127 ra—d1y 0 -4 -8 —10|-14
4 3 2 1|18 0 -5 —10 —15|-10
i 123 4|7
DE 014 5|6
1 02 4 5|7
5T 012 3|2
(1 0 -5 —6]-5 |
S 01 4 5|6
r4—12 0 0 -4 —-5]-5
00 -2 —2|-4
(10 -5 —6|-5]
r3—214 0 1 4 5 6
-1 00 —-1] 3
o 00 1 1]2
(10 -5 —6|-5]
r4+13 0 1 4 5 6
S 00 1 015
00 0 -1|3
(100 —6] 20 ]
s 010 5|-14
e 001 0] 5
000 1]|-3
1000]2
r1+614 0100 1
r>—Bra 00105
000 1|-3



Phuong trinh da cho cé duy nhat mét nghiém va hé phuong trinh da cho tuong duong véi:
X1 = 2
X2 = 1
X3 = b

X4 = -3
Bai tap
Bai tap 4.1. Hay chiing minh toan bé dinh ly/tinh chat phia trén.

Bai tap 4.2 (Quan trong). Cho A € R™*" va ¢ la mot phép bién déi so cap (dong).
Ching minh rdng ¢(A) = ©(Im)A.

O day, (/) dugc goi la mot ma tran so cap cap n.

Hay liét ké cac dang ma tran so cip ting véi mbi phép bién déi so cap dong.

Bai tap 4.3. Chiing minh v6i moi ma tran A, ton tai cdc ma tran so cap E1, E», ..., Ey
sao cho:
rref(A) = E1Ep - -+ ELA.

Bai tap 4.4. Tim dang bac thang rit gon ciing nhu hang ctia cdc ma tran sau:

35 7 1 2 3 4 1000
a) |2 4 6 s 6 7 8. e) [1 1 0 0.
1 7 11 9 10 11 12 1110
(3 4 6 -2 1 -1 5 -1 (1 3 -2 -1
17 -1 2 1 1 -2 3 2 5 -2 1
b)5891 d)3—181' f)11613
4 2 —3 0 1 3 -9 7 2 6 8 10

Tu do6 dua vao bai tdp 4.2 hay tim cdc ma tran P sao cho A = P.rref(A).

Bai tap 4.5. Giai cac hé phuong trinh sau:

(

X1 — 2x + 2x3 — 3x¢ = 1
X1 + 4x — x3 — 2x4 = —2
(a) ,
X1 — 4x + 3x3 — 2x¢ = -2
L x1 — 8x + 5x3 — 2x¢ = -2
( X1 + 2x 4+ 3x3 — 2x4 =
(b) 2x1 — Xop — 2x3 — 3x4 = 2 |
3x1 + 2% — x3 + 2x4 = -5
L 21 — 3x + 2x3 + x¢ = 11
( 2x1 — 2% 4+ x3 — x4 + x5 = 1
XX + 2 - x3 + xa — 2x5 = 1
(© dx; — 10x 4+ 5x3 — bxg + 7x5 = 1
( 2x1 — 14 + 7x3 — 7x4 + 1lxs = -1



Bai tap 4.6. Gia st B la ma tran c6 dugc sau khi bién déi mot sé phép so cap (dong)
trén A. Chiing minh rang ta cling cé thé bién déi mot sb phép so cap (dong) trén B dé
dugc A. Tu d6 hay chiing minh ~ la mdt quan hé tuong duong

Bai tap 4.7. Hay ching minh Thuat toan khitr Gauss - Jordan c6 thé dua moi ma
tran vé dang bac thang rut gon.

Bai tap 4.8. Chiing minh rang m&i ma tran cé duy nhat mét ma tran dang bac thang
rdt gon.

Bai tap 4.9. Chdng minh rang néu A ~ B thi rref(A) = rref(B). Tu d6 suy ra rdng néu
A ~ B thi rank(A) = rank(B).

Bai tap 4.10. Hay kiém tra cac tinh chat trén khi bién déi so cap trén cot?
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Ma tran vudng | 21

5 Ma tran vuodng

Trong tam cla Dai S6 Tuyén Tinh so khdi chinh 1 cdc ma tran, trong dé doéi tuong duoc
nghién ctu nhiéu nhat 13 cac ma trdn vuéng, tiic cac ma tran thuéc R"*", nhu da dinh nghia
trong phan 2.2.

Dé hiéu ly do ma tran vudéng ducc coi trong, ta van bat dau tir cadc hé phuong trinh tuyén
tinh. Xét hé m phuong trinh gdm n an Ax = b, v6i ma tran bd sung:

alilr ... din b1

[Alb] = :

St dung thuat todn Gauss - Jordan dua [A|b] vé dang bac thang rit gon, xay ra 3 trudng hop:

(1) m > n. Nhu vay sé cé it nhdt m — n dong toan s6 0 trong rref(A), tuong Ung véi it nhat
m — n phuong trinh khéng cé an trong dang bac thang rit gon clia hé. Néu cé 1 sb khac
0 trong vé phai clia nhitng phuong trinh nay, hé hién nhién vd nghiém, nguoc lai nhiing
phuong trinh nay ciing khéng cé y nghia (khéng chiia dung thong tin gi vé nghiém). Co6
thé goi day la Su thira théng tin.

(2) m < n. Lan nay c6 it nhat n— m cét khong chira hé s6 dau khéc 0 clia dong nao trong
rref(A). Do vay néu hé c6 nghiém thi sé cé vo sb nghiém, véi cong thic nghiém téng
quat sir dung cac an tuong (ing véi cac cot ké trén lam tham sb. C6 thé goi day la Su
thiéu théng tin (Vi khong du phuong trinh dé rang budc tat ca cac nghiém).

(3) m = n. Ala mét ma tran vudng. Day la trudng hop duy nhit cé thé din dén hé co
nghiém duy nhat ma khoéng bi thira ra mét phuong trinh “vé dung” nao.

Nhu vay, néu mdt hé phuong trinh duoc xem 1a “dep” khi n6é khdéng thira, khdng thiéu théng
tin gi ma van cé nghiém, thi né phai cé n an va n phuong trinh, nghia la dugc biéu dién bang
mot ma tran vuéng. Diéu ndy ciing c6 nghia moi tinh chit cta cac hé phuong trinh tuyén
tinh déu c6 thé duoc suy ra tu viéc nghién cliu cac hé “vudng” nay.
Mot ly do sdu xa cho tam quan trong clia ma tran vudng chinh 1a su déng cuia tap hop cac ma
tran vudng dbi véi phép nhan ma tran:

VA, BecR™": AB € R™".
Diéu nay bién tap hop cac ma tran vuéng R"*" thanh mot vanh véi nhiéu nhém con cé tinh
chat thu vi3, c6 nhiéu ting dung trong hinh hoc hién dai.
Tinh chit dong cla phép nhan ciing dan dén khai niém nghich dao va tinh déng cta phép
nghich ddo ma tran sé duogc néi dén sau day.

5.1 Ma tran kha nghich

Dinh nghia 5.1. Cho A € R"™", A ducc goi |a kha nghich néu va chi néu ton tai B € R"™"
sao cho:
AB = BA = 1,.

3 Khai niém vanh va nhém khéng thuéc pham vi ctia bai giang nay.




Gid st B va C la hai ma tran sao cho:
AB = BA=1,,
AC =CA=1,.

Khi d6 B = B.l, = B.(AC) = (BA).C = I,.C = C. Diéu nay c6 nghia ma tran kha nghich
clia A néu cé thi phai la duy nhat.

Ky hiéu: A=1.
Tinh chat 5.2. Gid st A, B € R™" kha nghich va o € R. Khi do:
« I khd nghich va (1,)"" = I,,

« (A1) khd nghich va (A") "' = A

* aA kha nghich va (aA) ™t = aA—l,

« AT kha nghich va (AT) ' = (A1),
x AB khad nghich va (AB)™t = B71A7L.
Dinh ly 5.3. Cho A € R"*". Khi dé cdc khang dinh sau tuong duong:
*x A kha nghich
x Toén tai B € R™" sao cho AB = |,,
x Ton tai B € R™" sao cho BA = I,,
* rank(A) = n,
* rref(A) = 1.
Mat khdc, khi dé néu o1, . .., @y la cdc phép bién déi so cdp dong bién A thanh I, thi cdc

phép bién déi nay (theo diing thit tu) ciing bién déi I, thanh A=1.

Tu dinh ly trén, ta c6 duoc phuong phap xac dinh tinh kha nghich va tim ma tran kha nghich
(néu cd):

Xac dinh tinh kha nghich
Cho A € R™"™:

* Budc 1. Thiét 1ap ma tran bd sung [A|l,].

* Budc 2. Thuc hién cdc phép khir Gauss - Jordan trén [A|/,] sao cho A tré vé dang
ma tran bac thang rdt gon:

Thuat toan khir Gauss - Jordan

[All5] > [rref(A)|B] .

x Buéc 3. Néu rref(A) = /, thi ta khang dinh A kha nghich va A~ = B.
Ngugc lai, A khdng kha nghich.
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Nhan xét 5.4. Néu A € R” khad nghich thi hé phuong trinh Ax = b c¢6 nghiém duy nhat
x = A~1b v6i moi b € R" (Chi can nhan ca 2 vé v6i A~1). Day 13 mot cach biéu dién gon
gang cho nghiém cua hé phuong trinh “kha nghich” .
M6t loai ma tran kha nghich thuong gap nhat 1a ma tran truc giao.
Dinh nghia 5.5. (Ma tran truc giao) Ma tran A € R™" dugc goi |a truc giao néu

ATA =1,

Nhan xét 5.6. Cac dong (hodc cot) clia mot ma tran truc giao tuong (ng véi mot co s truc
chuan (muc 5.6) cia R”. Ma tran truc giao tuong (ng véi moét dnh xa tuyén tinh (muc 6) bao
toan khoang céach.

Ménh dé 5.7. Cho A € R™" |a mét ma tran truc giao va Vv € R". Khi dé ta co
AV = [IV]].
Khai niém tiép theo, dinh thitc, tiing gil vai trd quan trong trong viéc xac dinh sb nghiém

clia hé n phuong trinh n an, cling nhu viéc tim cdc gid tri riéng cla ma tran - mot bai todn
thuong gap trong Machine Learning.

5.2 Dinh thic

5.2.1 Dinh nghia bang cong thiic Leibniz

Trudc hét, ta bat dau véi cong thic tinh dinh thic sau:

Dinh nghia 5.8 (Cong thuic Leibniz). Cho ma tran A € R™", dinh thic cta A (ky hiéu la
det(A)) dugc xac dinh bai:

det(A) = ¥ (sgn(ff)lﬂ[afom)'

trong dé S, la tap tat ca cac hodn vi trén tap {1,...,n} va sgn(o) la diu cla hodn vi o*.

Khi ma tran A dugc viét dudi dang biéu thic, ta c6 1 cach ky hiéu khac cho det(A):

dil di2 - din dilr di2 - din
dp1 dxp -+ dop dp1 dxp -+ dop
. . = det . . .
dpnl dn2 - dnn dnl dnp2 - dnn

C6 thé thay, cong thic trén qua phtc tap va tén nhiéu thoi gian dé tinh khi n 16n. Viéc tinh
dinh thic dua trén cong thic nay la qua phuc tap ngay ca véi may tinh. Hon nita, né khéng
thé hién truc quan lién hé gita dinh thic va tinh kha nghich/tinh gidi dugc cla hé phuong
trinh.

Sau day ta gidi thiéu thém hai cdch tinh khac cho dinh thtc.

4 Dinh nghia hoan vi va diu ctia hodn vi ban doc cé thé tu tim hiéu.
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5.2.2 Khai trién phan phu

Dinh nghia 5.9 (Ma tran phu). Cho ma tran A € R™":

dil1 di2 - din

dp1 dxp -+ dop
A= . . .

dnl dp2 - dpn

Ma tran phu tai hang /, cot j cia A, ky hiéu A;;, la ma tran sau:

—- a1 aio al(j—l) al(j-i—l) ain -
21 a2 v BH(ey &( T 9

Axij = |a3i-1)1 a(i-1)2 a(i-1)(-1) Ai-1)(j+1) a(j—1)n

d(i+1)1  9>i+1)2 A(i+1)(j—1)  A>i+1)(+1) A(j+1)n

[ am an2 0 dn(j-) anGi+1) o dnn

No6i céch khac, Aj; la dinh thic clia ma tran vudng cap n— 1 sau khi xéa dong 7 va cot j tur
A nhan véi (—1)"*.

Dinh ly 5.10 (Khai trién phan phu). Ham dinh thic det 1a ham s6 duy nhat tor U R™" dén

neN
IR thoa man:
1. det([a]) =a VaeR.
2. Veimoin>1 AeR™", ke {l,2,..., n}
n n )
det = Z ’+ka ik det A;é/k Z k+’ak,-det (A;,gk,') .

Biéu thiic 6 gitia duoc goi la khai trién phan phu theo cét k, biéu thiic bén phai duoc
goi I3 khai triéu phan phu theo hang k.

Nhu vay, khai trién phan phu theo mét cét hay hang bat ki trong ma tran déu ra ciing két qua
la dinh thic ma tran do.

Chting minh. Xem bai tap 5.4. O]

Tu Dinh ly 5.10, ta c6 thé chiing minh nhiing tinh chit sau:
Tinh chit 5.11. Cho A € R"™". Khi dé:

x Néu nhan 1 hang hodc cot bat ky cta A Ién k lan thi det(A) cing tang lén k lan.
Néu 1 hang/cét cia A gap k lan 1 hang/cdt khdc thi det(A) = 0.

>

* Néu cong 1 hang/cét ctia A vdi 1 hang/cot khadc, row;(A) < row;(A) + row;(A) hodc
coli(A) < coli(A) + colj(A), thi det(A) khéng doi.

* Néu hodn déi 2 cot hodc 2 hang cta A thi det(A) doi dau.
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Nhu vay, viéc thuc hién nhiing phép bién déi tuong duong dong chi gay nhiing thay déi “trong
tam kiém sodt” dbi véi gia tri dinh thic. Tu dé ta c6 thém phuong phdp tinh dinh thdc sau.

5.2.3 Tinh dinh thic bang phép khir Gauss-Jordan

Thuat toan tinh dinh thic Gauss-Jordan
Bit dduvéi i:=1,j:=1,D:=1.
x Budc 0. Néu / > m hodc j > n thi trd vé
det(A) = D,
khoéng thi chuyén qua buéc 1.

* Budc 1. Néu a;; = 0 thi trdo déi dong / véi mot dong bén dudi dé thu duoc aj; # 0.

Cap nhat
D:=—-D,

sau do6 qua budc 2.

Trudng hop ma ajx = 0 véi moi j < k, tra vé

det(A) = 0.

» Buéc 2. Dua hé sb cao nhat trén hang / vé 1:

1
ITOwW, 1= —TIOW/,
alj
dong thoi cap nhat
D := ajj * D.

Sau do6 chuyén sang budc 3.
* Budc 3. Dua tat ca cdc gia tri trén cot j (ngoai trir a;;) vé O:
TOW := TOWk — dk;TOW;, Vk # 1.
Chuyén sang budc 4.
*x Budc 4. Tang / va j |én 1 don vi:
Ii=1+1,
Ji=J+1

Quay vé buéc 0.
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5.2.4 Vidu

Vi du 5.12. Sit dung 3 phuong phap tinh dinh thtc, ching minh rang

dil 412

= d11d22 — d12d21.-
ap1 da»

Chiing minh bang céng thic Leibniz. Trén {1,2}, ky hiéu o = (a, b) 1a hodn vi ma o(1) =
a,0(2) = b. Ta cé:

sgn((1,2)) =1, sgn((2,1)) = —1.
Nhu vay theo dinh nghia 5.8, ta cé

a1l a
M 120 — sgn((1,2))ar1am +sgn((2, 1)) a10a01 = a11a00 — a10a1.
a1 ax

]

Chiing minh bang khai trién phan phu. Dat A = {a” a”} khi d6

a1 422
Asr = [an]. Az = |an].
Do dé
det(A) = (—1)1+1311 det (A¢11) + (—1)2+1821 det (A7g21) = aj1dop — a»1dio.

]

Chiing minh bang phép khir Gauss - Jordan. Ta xét 3 truong hop:
(1) aii 75 0. Khi dé:

L 1 12
a1l a2 21l = a
2 a0l = a1l 11| = a11 ]2112321
21 @22 a1 axp an — o
A aipany
Néu ary — =0, taco
a1
di1 412
=0 = aj1ax» — apao:.
a1 a»n
Nguac lai, ta co:
da12
aj; a 1 —
11 d12| .
= (a11820 — a12a21) ai1| = aj1an — ajpan.
o1  dz2 0 1

(2) a11 = 0 # a1». SU dung truong hop 1, ta co:

a1 aio dap1  ax
= — = — (321312 — 811822) = d114d22 — d124a21.
ar1  ano dil di12
(3) aip = app =0. Ta cé:
ail di2
= a11a2 — argas; = 0.
a1 a

Nhu vay dang thiic can chiing minh diing trong moi trusng hop. O



5.3

Quan hé giira dinh thirc, cac phép toan ma tran va hé phuong trinh

Tinh chat 5.13. Cho A, B € R™" va a € R, ta cd cdc tinh chat sau:

*

*

>

>

*

det(/,) = 1.
det(A) = det(AT).
/ / 1
A khé nghich néu va chi néu det(A) # 0, va khi dé det(A1) = det(A)

det(aA) = adet(A).
det(AB) = det(A)det(B).
AB kha nghich khi va chi khi A va B déu kha nghich.

Dinh Iy sau lién két cac khai niém kha nghich, dinh thiic va viéc khao sat s nghiém clha hé
phuong trinh tuyén tinh vuéng:

Dinh ly 5.14. Cho ma tran A € R™" va b € R". Xét hé phuong trinh Ax = b, ta cé nhiing
diéu sau:

*

*

Néu A kha nghich <= det(A) # 0, hé c6 nghiém duy nhdt x = A=b.

Néu A khéng kha nghich <= det(A) = 0, hé v6 nghiém néu rref([A|b]) c6 mot dong i
toan s6 0 & vé trdi trong khi vé phadi khdc 0. Néu khéng tén tai dong nhu vay thi hé cé
vé sé nghiém.

*x Néu hé co vé sb nghiém va xg 14 moét nghiém trong do, moi nghiém khdc déu cé dang

X = xg + z Vi z la mét nghiém cua Az = 0.

Bai tap

Bai tap 5.1. Chdng minh tinh chat 5.11. Chiing minh thém rang dinh thic khéng déi
néu row; < row; + krow;, Vk € RR.

Bai tap 5.2. Tim coéng thiic tdng quat cho det ((a,-j)3x3>.

Bai tap 5.3 (Kho). Chiing minh det(AB) = det(A) det(B) véi moi A, B € R™". Goi

y:

SU dung thuat toan Gauss - Jordan va dinh thiic cla ma tran so cap.

Bai tap 5.4 (Khd). Ching minh céng thtc Leibniz (Dinh nghia 5.8) va Dinh ly 5.10
dua vao dinh nghia truy hdi cta dinh thic trong Dinh ly 5.10. Goi y: dau tién xay dung
ham sb f sao cho:

1. f([a]) =a VaeR

2. V6imoin>1, AeR™",

f(A) = é(—l)"“a,1 det (Az1) .

R6 rang f(A) dugc dinh nghia duy nhat cho méi A. Dung quy nap dé chiing minh céng
thic Leibniz va Dinh ly 5.10.
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Bai tap 5.5. Cho ma tran A € R"™*" kha nghich. Véi mdi i,j < n, dat Aij =
(—1)"" det (A.j;), goi la phan phu & hang /, cot j clia A. Ching minh rang

Ain Az -0 A

PN A Axn - Ao
Codet(A) | ¢ 2 el

Anl An2 to Ann

Bai tap 5.6. Chiing minh rang cac ma tran so cap déu kha nghich.

Bai tap 5.7. Cho A, B € R™*". Chiing minh rang diéu kién can va di dé A ~ B la ton
tai ma tran kha nghich P € R”*" sao cho A= PB. Tur dé suy ra rank(PA) = rank(A)
néu P kha nghich.

Bai tap 5.8. Ma tran nghich ddo A~! thay d6i thé nao néu:
1. Hodn vi hai dong ctia A?
2. Nhan mét dong véi hang sb khac 07
3. Thém vao dong thit i: o lan dong Jj7?
4. Tuong tu nhung thuc hién trén cot?

Bai tap 5.9. Cho A, B € C"™" va AB = xA+ yB véi x,y € R. Chting minh rdng
AB = BA.

Bai tap 5.10. Liéu c6 ton tai A, B € R"™" sao cho AB — BA = 1,7

Bai tap 5.11. Cho A, B € R™" théa man rank(AB — BA) = 1. Ching minh rdng
(AB — BA)? = 0,,

Bai tap 5.12. Chiing minh rdng néu A 13 ma tran déi xting va kha nghich thi A=! ciing
dbi xting.

Bai tap 5.13 (Khg). Cho A € R™" va B € R™™. Chiing minh rang /I, + AB kha
nghich khi va chi khi /, + BA kha nghich.

Bai tap 5.14. A € R™" dudc goi |a lily linh néu ton tai k € IN sao cho AX = 0. Chiing
minh rang /, — A kha nghich va tim nghich ddo ctia ma tran nay.

Bai tap 5.15. Xét tinh kha nghich va tim nghich ddo (néu cd) clia cac ma tran sau:

2 5 -1 12 3 11 3
a) |6 -1 2. o |3 1 2. d) |2 1 4].
6 4 2| 2 3 1 1 25
2 —1 —1] 1 2 3] 6 9 6
b) [3 4 -—2|. d)y [0 1 2]. )9 6 9
3 —2 4| 1 0 1] |15 15 15

Bai tap 5.16. Néu A € R™" |a mbt ma tran truc giao thi det(A) = £1.

Bai tap 5.17. Ching minh Ménh dé 5.7.
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Doc thém. Ban dau trudc khi ¢ bd mén Dai S6 Tuyén Tinh, Leibniz khi nghién ctiu cach giai
cho cdc hé phuong trinh tuyén tinh da phat minh ra phép tinh dinh thic cho cic hé phuong
trinh “vudng”, trung véi khai niém dinh thitc cho cac ma tran tuong ting ngay nay. Trén thuc
té, c6 thé viét nghiém cta hé phuong trinh Ax = b thanh biéu thic chinh xdc qua cac dinh
thiic bang céng thirc Cramer, tir d6 suy ra cdng thic ctia A~! theo A.

Tuy nhién, viéc tinh dinh thic qud phtc tap va tdn nhiéu thoi gian ngay ca véi mdy tinh hién
dai. Su ra doi cia Thuat todn Gauss - Jordan chinh 1 budc tién I6n cho bai toan giai hé
phuong trinh, dong thoi mang lai phuong phap tinh dinh thiic nhanh hon rat nhiéu va phu hop
véi mady tinh ngay nay.
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6 Khong gian vector

Khéng gian vector, cling cac dnh xa tuyén tinh (sé hoc & phan 7), 1a dbi tuong duoc nghién
ctiu chi yéu trong dai s6 tuyén tinh hién dai. Khéng gian vector ban dau ra doi dé€ phuc vu
viéc chiing minh mot sb tinh chit co ban (nhung khd) ctia ma tran, dién hinh nhu:

Vi du 6.1. Cho ma tran A € R™". Néu tbn tai nghich ddo phdi cua A, tic B sao cho
AB = |, thi tdn tai nghich ddo tradi C sao cho CA=1/,, va B=C.

Cung v6i su phat trien DSTT theo xu huéng hinh hoc, cac khéng gian vector tré thanh phién
ban téng quat ctia mat phang R? va khong gian IR3, gitip mé rong sé chiéu ctia hinh hoc hién
dai l1&én bat ki hoac vé han.

Hau hét cac dbi tuong c6 nhiéu (ing dung trong thuc té nhu khéng gian di liéu hay tap ham
lién tuc déu la cdc vi du clia khéng gian vector. Khdng gian vector duoc xay dung ti phép lay
td hop tuyén tinh va bai toan biéu dién tuyén tinh duoc 1a mot bai todn trong yéu cla dai sb
tuyén tinh.

Vé mat ing dung, cac dii liéu trong thuc té rat khéng 16 va khé hinh dung (s6 chiéu ctia khéng
gian vector bang sb thong sb clia dif lieu). Khai niem khéng gian con va chiéu cung cip cho
chiing ta céng cu dé giam kich thudc clta dit liéu nhung van gilt duoc nhitng théng tin quan
trong.

Vi du 6.2. Hai Dong thu thap sb liéu vé nhiing cidn nha can dugc bdn vdi gia x, dién tich y,
cé z lau, va da xay duoc t ndm. Hai Déng phat hién ra sé |au khéng anh hudng dén viéc nha
c6 ban duoc hay khéng. Nhu vay, thuc chat dir liéu ching ta can quan tdm & trong khdéng gian
IR3, khéng phai trong R*.

6.1 Cac quan hé tuyén tinh va tap sinh
Cho tap hop S gdm cdac vector trong IR”. Luu y I3 ta c6 thé xay dung cdc dinh nghia tuong tu
dudi day cho mot khéng gian vector bat ki, khdng nhat thiét phai 1a R”.

Dinh nghia 6.3 (T6 hop tuyén tinh). Vector v ducc goi 1a moét t6 hop tuyén tinh cla
Vi, Vo, ..., Vi thudc S néu ton tai cac sb6 ¢; € R sao cho

V=ocVvi+ b+ + V.
Lic d6, ta néi V biéu dién tuyén tinh dugc qua S (trén R).
Vi du 6.4.
1. Trong R3, ta c6 thé biéu dién
(3,5,7) = 3x(1,0,0)+5x%(0,1,0)+7x(0,0,1)
= 3x(1,0,0)+1x(0,1,0)+2x(0,2,0)+7x (0,0,1).
2. Da thic x® — 2x? — 2x + 1 € R[x] c6 thé dugc viét thanh:

Ix X3+ (=2) x x>+ (=2) x x +1x 1.
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~ , A N A L e o s T
Nhan xét 6.5. Néu A € R"¥ |3 ma tran c6 cac vector cot Vi, vax = [c1 & -+ ¢] €RK
thi ta c6 AX = c1vi + ...+ cVik. Nhu vay, két qud phép nhan ma tran véi mét vector thuc
chat 1a mot t6 hop tuyén tinh cla cdc cot clia ma tran dé.

]T

Nhan xét 6.6. Cho cdc vector vy, vo, -+, vx € R vavector v € R" va x = [xl Xp - Xe| E

R¥. Khi dé 2 diéu sau tuong duong:
* V=X1V1 +XoVo + -+« + X V.
x xthéaman Ax =vVvéi A=[vi v -] € R™K

Nhu vay viéc tim t6 hop tuyén tinh dé biéu dién mét vector thuc chit chinh 13 viéc giai hé
phuong trinh tuyén tinh.

Dinh nghia 6.7. Tap sinh cla S, ki hiéu 1a Span(S), bao gdbm tit ca nhiing t6 hop tuyén
tinh c6 thé cta hiru han cic vectors trong S:

Span(S) ={V=cavi+coh+- -+ k| W h, ..., Vi €S, 1,0, ..., ck € R}.
Nhan xét 6.8. Dé dang chiing minh cac tinh chat sau:

* AX thubc tap sinh bdi cac cot cua A (khong gian cot clia A).

* Néu S nam trong tap nghiém clia Ax = 0 thi Span(S) ciing vay.
Vi du 6.9. Néu tap S = {(1,0), (0,1)} thi Span(S) = R?.

Dinh nghia 6.10 (Phu thudc tuyén tinh). Cac vector trong S phu thudc tuyén tinh néu ton
tai cac sb c1, oo, ..., ¢k € R, khéong déng thoi bang 0, sao cho

avi+ovw+ -4 v =0.

Cac vector trong S duoc goi la déc lap tuyén tinh néu ching khéng phu thudc tuyén tinh.
Nhu vay, tap {vi,..., vk} doc 1ap tuyén tinh néu

avi+ow+ -+ v =0 < ¢ =0, V/G{l ..... k}.

Vi du 6.11. Cac vector (1,2,1), (6,5, 3) doc lap tuyén tinh con céc vector (1,2,0), (-1, 1,0),
(0,6,0) phu thuéc tuyén tinh trong R3.

Ménh dé 6.12. Cho S = {vi, ..., v}. Khi do:

xS phu thudc tuyén tinh néu va chi néu tén tai vector v; € S sao cho v; 1a mét té hop
tuyén tinh ctia nhiing vector con lai.

xS dbc 1ap tuyén tinh néu va chi néu véi moi vector v biéu dién tuyén tinh duoc qua S thi
dé 1a biéu dién duy nhat.

6.2 Khéng gian con ctia R” va nhiing khéng gian con co ban
Trudc khi dua ra dinh nghia téng qudat cta khéng gian vector, ching ta lam viéc véi cac khong
gian vector hay gap nhat 1a R” va cic khéng gian con ciua R”.

Dinh nghia 6.13. Cho mét tap con V € R". V dugc goi la mdt khong gian con clia R” néu
V thda man cac diéu kién sau:
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1.0eV,
2. NeuveVvaceRthicveV,
3. Neuv,weVthiv+weV.
Vi du 6.14. Mit phang x — y +z = 0 13 mot khéng gian con cla R3 nhung x —y +z = 2

khong phai 1a mot khong gian con clia R® (Tai sao?).

(Nhac lai) Tich vé huéng clia X = (xq, ..., xp)vay =y ..., ¥n) € R" (ky hiéu -) dugc xac
dinh nhu sau:
Xy =X1y1+ -+ Xn¥n.

Dinh nghia 6.15. Cho V 1a khong gian con ctia R”. Phan b truc giao (orthogonal comple-
ment) clia V trong R”, ky hiéu |3 V-, duoc xac dinh boi

VI={XeR":X- V=0 VVeVl]
Luu y: hai khéng gian con V va W C IR” dugc goi la truc giao nhau néu v-w = 0 véi moi
veVvV,weWw.
Bo dé 6.16.
1. NéuV va W la 2 khéng gian con truc giao ctia R" thi V nW = {0}.
2. NéuV c Wt thiw c V+.

Chiing minh. Gidsit X e VNW, tacé X-X =0. O
Dinh ly 6.17. Néu V 13 mét khéng gian con R" thi

(vhHt=v.

6.3 Bon khong gian con co ban sinh béi mét ma tran

Tu Nhan xét 6.8, ta c6 thé xay dung 4 tap hop co ban gan véi mdt ma tran A va chiing minh
chiing déu Ia cic khéng gian vector. Viéc phat hién nhiing khéng gian nay lién két ching vdi
hang clia ma tran rank(A) gitp chimg minh nhiéu dinh ly trong DSTT, trong d6 c6 bai toan &
Vidu6.1.

—

Dinh nghia 6.18. Cho ma tran A € R"™*", véi & (1 < i < n) la cac vector cot va A,
(1 <j < m) la cac vector dong. Bon khéng gian con co ban clia R" dudc xdc dinh bai:

1. Khéng gian hach (nullspace):

N(A) = {X € R": AXx =0} C R".

2. Khdng gian cot (columnspace):
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3. Khdng gian dong (rowspace):

4. Khéng gian hach tréi (left-nullspace):
NAT) = {x e R":xT-A=0} C R™.

Ménh dé 6.19. Cho ma tran A kich thuéc m x n. Ta c6 cdc két qud sau:

1. N(AT) = C(A)*
2. N(A) = R(A)*

3. N(AT)t =C(A)
4. N(A)*t = R(A)

Bai tap

Bai tap 6.1. Chiing minh rdng tap sinh bdi hitu han cdc vector trong R” la mot khoéng
gian con.

Bai tap 6.2. Ching minh Ménh dé 6.12.

Bai tap 6.3. Cho ma tran A vuéng cip n thda man A2 = A. Chiing minh rang:

a) C(A) ={XeR": AX = x}.

b) N(A) ={X € R": X = id— Al, v6i 0 € R"}.

Nhan xét: Ma tran thda man A2 = A tuong (ng véi anh xa tuyén tinh 13 phép chiéu Ién
mot khong gian con (khong gian cot cla A).

6.4 Khéng gian vector, Co sé va Chiéu

Trong phan nay ching ta dén véi dinh nghia téng quat clia khéng gian vector va cac khai niém
trong yéu lién quan dén ching.

Dinh nghia 6.20 (Khong gian vector). Mot khong gian vector V trén truong s6 thuc R 13
mot tap hop cling véi hai phép tinh: cdng vector (+) va nhan vector véi mot sb thuc (.), sao
cho véi moi &, vV, w € V, v6i moi sb thuc ¢, d € R, ta cé cac tinh chat sau:
1. Giao hodan cltia phép cong: b7+ vV =V + I,
. K&t hop cuta phép cong: (T4 V) +w = 7+ (V+ w),
. Tén tai vector 'khéng', 0 eV : 0+ = 7+ 0,

2
3
4. Ton tai vector d6i, —7 €V : (=) + =0,
5. Nhan két hop véi sb thuc : ¢(dd) = (cd)d,
6
7

. Phan phéi clia phép nhan véi phép cong : c(id+ V) = ci+ cV,
+

. Phan phéi clia phép cong véi phép nhan : (c+d)id = cid
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8. Phépnhanvéi 1 e R: 10 =10,
Vi du 6.21.
1. Tap R” v6i phép cong vector théng thuong va phép nhan vector véi mét hang sb thuc.

2. Tap hop cac da thic mot bién f(x) cé hé sb thuc, thuong ky hiéu la R[x], v6i phép
cong da thiic va nhan da thic véi mét hang sé thuc.

3. Tap hop cac ma tran m x n véi phép cdng ma tran va nhan ma tran véi moét hang sb
thuc.

Dinh nghia 6.22. Cho khéng gian vector V trén truong s6 thuc R. Mot tap con U C V duoc
goi la moét khéng gian con clia V' néu U thda man:

1. Vector 0 thudc U,

2. Néu 7, vV thuéc U thi 7+ v thudc U,

3. Néu v thudc U thi ¢V thudc U véi moi ¢ € R.
Vi du 6.23.

1. Cac dudng thang, mit phang, hay siéu phang di qua gbc toa do déu la khong gian con
cta R". Tap sinh bdi hitu han cac vector trong IR [a mot khong gian con.

2. Tap hop cac da thic bac bé hon hodc bdng 2 Ia mét khéng gian con clia R[x].
3. Néu V la mdt khong gian vector thi V 13 khéng gian con cltia chinh né.

Dinh nghia 6.24 (Co s&). Cho khéng gian vector V' va U la mét khong gian con clia V. Mot
co so (basis) clia U 1a mot tap hop S gdm cac vectors (c6 thé vo han) thudc U théa man:

1. Cac vectors trong S doc |ap tuyén tinh véi nhau,

2. Tap sinh bdi cac vectors nay cling 1a U: Span(S) = U.

Vi du 6.25.
1 0 0
1. Trong R3, cac vector [0, [1|, [0 tao thanh mot co sé (chinh quy).
0 0 1

1 2 . ~ ,
4 tao thanh mot co sé.

2. Trong R?, cac vector {2

Mot khéng gian vector nhu IR” ¢6 vé sb6 co s, do dod ta can tim moét co sd dé dung nhat lam
dai dién dé thuan tién cho viéc tinh toan.

Dinh nghia 6.26 (Co sé chinh quy). Trong khéng gian IR”, hé co s6 chinh quy gom cac
vector

Sp={é1.,86, - ,é}.
Trong d6 v6i méi i =1,2,--- ,n: ejj =0 néu j #ivaej=1.

Nhan xét 6.27. Ma tran cé cac cot la cic vector trong co sé chinh quy chinh 1a /5.
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Tuy theo tling bai todn ma moét co s& phu hop sé gitp cho viéc biéu dién cac vector don gian
hon nhiing co s& khac.

Dinh nghia 6.28 (Biéu dién trong co sd). Cho khéng gian vector U va mdt co s6 hiiu han
S={i:i=1,2,...,n} cla U. Véi mbi vector i € U, ky hiéu [i]s 13 bi€u dién clia i7 qua
co sd S. Noi cach khiac,
_ T
[0)s = [xl Xy --- xn}

la mot vector trong IR thoa man:

0= X101+ xollp + -+ -+ Xplp.

2 o ik e ix
Vi du 6.29. Vector L} trong IR? c6 biéu dién 1a [2 1] trong co s& chinh quy va cé biéu dién

. .11 ]2
la [0 1] trong co so {2} : {J

Ung dung ctia co s&

Nhan xét 6.30. Biéu dién con c6 thé goi la toa dd trong mot co s xac dinh. Y tudng
trong vi du 6.29 chinh 13 nén tang cho viéc gidm s6 chiéu dir liéu trong Machine
Learning hay Data Science.

Théng thudng, mot co sé dit lieu D véi M vector trong RN véi N rat 16n sé can N bits
dé luu trir m&i vector. Tuy nhién néu ta tim xap xi dugc mot co sé cho Span(D) chi véi
k vector (khong can phai thudéc M vector trong D), véi k nhé hon N rat nhiéu, thi cé
thé biéu dién médi vector dii lieu chi véi k bits, gitp gidm kich thudc dir liéu di rat nhiéu.

Tiép theo, ta sé tim mbi tuong quan gilta cdc hé co s khac nhau va cdc diém chung néu cé
gilta chiing. Mét diém chung quan trong la sé phan ti cla ching, tir d6 dan dén khai niém sé
chiéu clia khéng gian vector.

Dinh ly 6.31. Cho U la mét khéng gian vector.

1. Néu S la mét co sé cda U thi véi moi vector u trong U, tén tai mét cach biéu dién duy
nhat u dudi dang té hop tuyén tinh cta hiiu han vector trong Si.

2. Néu S1 va S 13 2 co s& hitu han cta U thi ching cé cuing sé luong phan ti.

Chting minh.

1. Gid st diéu diéu nguoc lai: tdn tai mot vector u trong U biéu dién ducc dudi dang 2 t6 hop
tuyén tinh khac nhau clia cac vector trong S, ta suy ra cac vector dung dé biéu dién v trén
phu thudc tuyén tinh (mau thudn véi dinh nghia cla co s6).

2. Ta chiing minh bdng phan chiing, khéng mit tinh téng quat, giad st S; = {v1, ..., v},
Sy = {Wl ..... W/}, va k < /.

Tu tinh chat (1), mbi vector w; trong S, biéu dién dugc duy nhat dudi dang mot t6 hop
tuyén tinh clia cdc vector vj trong Si, ndi cach khac tén tai cac hé s6 thuc a;;, 1</ <k,
sao cho w; = Za,jvj. Dung ma tran A gém / dong va k théa man

J

A,'J' = djj.
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Dang bac thang rit gon clia A phai c6 mot dong toan sé 0, hay néi cach khac, cac vector
dong ctia A phu thudc tuyén tinh. Tur dé, cdc vector w; tuong ting véi cac dong cta A ciing
phu thudc tuyén tinh (mau thudn véi dinh nghia cla co sd).

O]
Nhu vay, néu mot khéng gian vector cé modt co s& hitu han thi sé phan tl trong co s6 dé xdc
dinh mot cach duy nhit, va ching ta xay dung khdi niém chiéu ctia khéng gian vector nhu sau.

Dinh nghia 6.32 (Chiéu). Cho khéng gian con U cua khong gian vector V. Néu ton tai mot
co s hiu han S clia U, thi sb chiéu cta U, ky hiéu dim(U), la sé phan tu cla S:

dim(U) = |S].

Quy uéc: dim{0} = 0.
Ménh dé 6.33.

1. Trong mét khéng gian con U véi dim(U) = k, mot tap hop gobm m > k vectors bat ky
trong U phu thudc tuyén tinh.

2. dim(R") = n.
3. Mét khéng gian con U cia R" c6 sé chiéu nhd hon hodc bang n.

Dinh ly 6.34. Cho khéng gian con V véi dim(V) =n, vatip S ={wn, ..., Va} goém n vector
trong V. Nhiing khang dinh sau tuong duong nhau:

1. S 13 mét co s cua V,
2. S doc lap tuyén tinh,
3. S sinhraV:V C Span(S).

Nhan xét 6.35. Dinh ly 5.2 13 mot két qua rat hitu dung vi tuy ting bai todn ma viéc ki€ém
tra cac mot diéu kién cu thé sé dé hon cac diéu kién con lai.

Hé qua 6.36. Néu S 1a mot khong gian con cla V va dim(V) = n, thi dim(S) < n va dau
'="xay ra khi va chi khi S = V.
Tiép theo, ching ta tinh sb chiéu clia cac khdng gian co ban sinh bsi mét ma tran.
Dinh ly 6.37. Néu A € R™" la m6t ma tran kha nghich (rank(A) = n) thi:

1. Cac vector cét (hoac dong) cua A tao thanh mét co sé cho R”.

2. Néu{w,..., Vn} la mét co sé cua R" thi {Av, ..., AV, } ciing la mot co sé cho R".
Dinh ly 6.38. Cho tran A € R™*" ¢6 rank A = r. Ta cd nhiing két qua sau:

1. dim R(A) =dim C(A) =,

2. dim N(A) = n—r (con goi la nullity cia A),

3. dim N(AT) =m—r.



Dinh ly 6.39. (Rank Nullity) Cho ma tran A € R™*". Ta co:
rank A+ null A= n.

Bai tap

Bai tap 6.4. Kiém tra cdc tap hop trong vi du 5.5 thda man cdc diéu kién cla mot
khéng gian vector.

Bai tap 6.5. (Co sé cho khong gian dong va khdéng gian cot)

Cho ma tran A € R™*" c6 R = rref(A) la dang bac thang rat gon.

a) Chang minh rdng cdc vector dong khac 0 clia R 1a mét ca sd cho R(A).

b) Chiing minh rang cdc vector cot clia R (ing véi cac hé sb cao nhat khdc 0 tao mot
co s6 cho khoéng gian cot clua A.

Bai tap 6.6. Cho U va W la 2 khéng gian con cluia khéng gian vector V, giao cta U va
W duoc xac dinh bdi

Unw={veVv|velUvaveW}.
Chiing minh rang UNW 13 khéng gian con clia V.

Bai tap 6.7. Cho U va W la 2 khéng gian con clia R”, tdng cta U va W dugc xac dinh
bai
U+W ={i+w:VieU,Vw e W}.

a) Chiing minh rang U + W 13 khéng gian con clia V.
b) Chung minh rang dim(U 4+ W) = dim(U) 4+ dim(W) — dim(U N W).

6.5 Ma tran chuyén co s&

Trong khi lam viéc véi cac khong gian vector, thuong xuyén ndy sinh tinh huéng phai chuyén
géc nhin ti co s6 nay sang co sé khac. Nhu cau tim mot cdng thic bién biéu dién clia mot
vector bat ki theo co s& nay thanh biéu dién theo co s6 khdc dén mot cdch tu nhién.

Dinh nghia 6.40 (Ma tran chuyén co s6). Cho khéng gian vector n chiéu U véi cac co s6
S={uy:i=12---,n, T={vj:i=1,2---,n}. Ma tran chuyén co s& tit S sang T
duoc cho béi:

Msor = [[n]r [wlr --- [udl7T] .

Tinh chat quan trong sau gilp gidi thich cai tén ma tran chuyén co sé.
Tinh chit 6.41. V6i méi vector u € U, ta c6: Ms_,7[u]ls = [u]T.

Nhan xét 6.42. Ma tran chuyén co sd cung cap moét phuong phap rat nhanh cho mdy tinh
dé tim biéu dién clia mdt vector qua mdt co s6 bat ky. Gid sir can biéu dién R” qua co s
S ={vi, v, -, vy}, chi can biéu dién ey, e, -, e, qua S, sau dé cé thé biéu dién moi
v € R" qua S chi v6i mét phép nhan ma tran, thay vi phai gidi hé phuong trinh tuyén tinh.

Tinh chat tiép theo cung cap mét phuong phdp tinh nguoc lai Mr_,s sau khi da c6 Ms_,T.
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Tinh chat 6.43. \/Gi hai co s6 S va T cua cung mét khéng gian V', Ms_, luén kha nghich
. -1
va (Ms_7) = = Mr_s.

1 0 0 0 2 1
Vidu 6.44. Cho E = 0], |1 0 la cosé chinh quy claR3va S = 11,10}, (2
0 0 1 2 1 0
la mot co s6 khac clia R3, khi dé:
1 -2 1 4
Me_s = [[el]s [ed]s [ess] = g4 21
1 4 =2
Biéu dién cla vector v = [9 —18 27}T qua S sé la:
1 -2 1 4 9 8
5 4 -2 1| x|-18] = | 11
1 4 =2 27 —13

6.6 Siéu phezmg trong R”

Dai s6 tuyén tinh bat ngudn tir viéc gidi cac phuong trinh tuyén tinh cé dang
aixy+ -+ apnx, = c. (1)

M&i phuong trinh tuyén tinh trong IR” tuong ting v6i mdt siéu phang. Dudng thang trong mit
phang toa do, mat phang trong khong gian 3 chiéu 13 céc vi du vé siéu phang. Hiéu mét cach
dai sb, siéu phang trong khong gian IR” 1a nghiém cta mot phuong trinh tuyén tinh. Chiing ta
cling ¢4 thé viét lai (1) dudi dang - X = ¢ dé c6 dinh nghia sau.

Dinh nghia 6.45 (Siéu phing). Cho vector §€ R”, 3 # 0 va c € R. Tap nghiém H cua
phuong trinh tuyén tinh
a-X=c,

dugc goi la mot siéu phéng trong R"
H={XxeR"|3-X=c}.
Nhan xét 6.46. Cho siéu phang H: 3-X = c. Khi dé:

1. & dudc goi 13 vector phdp tuyén clia H. Hai siéu phang dudc goi |a song song néu nhu
vector phap tuyén cla ching song song véi nhau.

2. C6 dinh xp € H, phuong trinh xdc dinh H cé thé duagc viét lai nhu sau

Nhu vay moi siéu phang déu cé thé duoc tinh tién® thanh mot siéu phang di qua gbc toa
dd va song song véi no.

3. Giai hé phuong trinh tuyén tinh tuong duong véi tim mién giao clia cac siéu phang.

5 Phép bién hinh trong khang gian bién X thanh X+ C.



Vi du 6.47. Giao clia hai mit phang Hy : x+y—z=0va Ho: x+y+z =2 trong R3 |3
dudng thang (t,1—t,1).

Nhan xét 6.48. Mot siéu phang chia khéng gian R” ra lam ba mién §-X >0, 3-X = 0, va
7-X < 0. Nhu vay tich vé hudng con cé thé dung dé xac dinh vi tri mot diém dbi véi mot
siéu phang. Tinh chit nay xuat hién trong bai toan phan loai tuyén tinh, cu thé 13 thuat todn
Perceptron va Support Vector Machine.

Nhan xét 6.49. Cic siéu phang trong khong gian R” 13 dang t6ng quat clia mat phang trong
khong gian R? va dudng thang trong IR?. Siéu phang di qua gbc toa do 1a moét dang khong
gian con clia khéng gian vector R".

6.7 Co sd truc chuan va hinh chiéu I1én khdng gian con

Chung ta da ban vé viéc mot co sé thich hop rat hiu ich cho viéc tinh toan trén khéng gian
vector. Loai co sé thudng dudc dung nhit 1a co sd truc chuan, gdm cac vector don vi vudng
géc déi mot. Co s truc chudn gitp viéc tinh todn biéu dién clia mdt vector va tich vé hudng
gilta cac vector dé dang hon.

Cho khong gian vector VC IR" va mét cos6 S = {vi, ..., Vi}.
Dinh nghia 6.50. Co s& S dugc goi la truc giao néu v, - vV, =0, Vi#j €1 k.

Dinh nghia 6.51 (Co s6 truc chuan). Mot co s6 clia V dudc goi 1a truc chuan néu né truc
giao va chi gdm cac vector don vi (ttc do dai bang 1).

Vi du 6.52.

1. Co s6 chinh quy clia R” 1a mét co sé truc chuan cla R”.

1 3 —v3 1 .
2. S = {(5 g) , (T\/_ 5)} la mot co s6 truc chuan clia R2.

Liéu mot khong gian con bat ky ctia IR” cé co sé truc chuan? Lam sao dé tim mot co sé truc
chudn néu c6? Thuat todn Gram - Schmidt sau di tim co s6 truc chudn S = {éi,... €} cla

V thong qua mét cos6 T = {wvi, ..., Vi } cho trudc.

Phép truc giao Gram - Schmidt

= u
Bu6c 1: i == vi, & =
il
. - o . o = U2
Bu6c 2: 3 := 5 — proj; (v2), & = 5]
. - - . R - 3
Budc 3: 75 := v3 — [proj; (V3) + proj; (v3)] &= o
. - - - - . . - Tk
Budc k: 0y := v — [prOJLrl(vk) + projz (Vi) + - +pr03uk11(vk)] , € 1= ol

Khi d6 S = {é1,...é} la co sd truc chuan cta V.
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Vi du 6.53. Gid st V C R* duoc xac dinh bsi V' = Span({vi, 3, v3}) trong dé:

vi = (-7,0,0,0),
v = (2,-3,0,0),
v; = (1,-2,0,3).

1. Dt (i :=vi = (—7,0,0,0). Chuadn héa a1, ta cob:

—

e =

= (-1,0,0,0).

p = Vi—projz;(va)

- v
Uy

—

= V2—

i -
— (2,-3,0,0) - (2,0,0,0)
= (0,—3,0,0).

Chuan héa w», ta duogc:

& = -2 = (0,-1,0,0).
| 2]

3. Dat
a3 = v3—projg(v3) — projgz(v3)
L ui-v3 V5
= V- =1 — =W
th-tn up - s

= (1,-2,0,3)—(1,0,0,0) — (0,-2,0,0)

= (0,0,0,3).

Chuan héa 3, ta duoc:
&= 2 =1(0,0,0,1)
3= 7 1 — 1 1 ’ .
| us]|

Vay S ={(-1,0,0,0),(0,—1,0,0),(0,0,0,1)} la mét co sé truc chuan cta V.

Tinh ding dan cla thuat todn Gram - Schmidt dudc thé hién qua dinh ly sau.

Dinh ly 6.54. Cho tap hop k vector doc lap tuyén tinh T = {vi, V5, . .., Vi }. Goi T, € la két
qua budc thi i cua thuat toan Gram - Schmidt Ién T . Khi do:

1. Cdc tap hop {G}<_, va {&}< | déc lap tuyén tinh.

2. {a@} | 1a mot co s truc giao va {&}K_| 1a mot co sé truc chudn cda span(T).
Chting minh. Xem bai tap 6.14. O]

Diéu nay ciing trd I15i duoc cau héi vé su ton tai cla co sd truc chuan.

Hé qua 6.55. Moi khong gian con V C R" déu c6 mdt co sd truc chuan.
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Viéc sir dung cdc co s& truc chuan gitp viéc tim biéu dién cla vector thuan tién hon rat nhiéu.
Diéu nay duoc thé hién qua cac dinh ly sau:

Dinh ly 6.56 (Biéu dién trong co s truc giao). Cho vector veV vaS = {w,..., v} la mot
co sO truc giao cua V. Ta co

V = projy, (V) + projg, (V) + - - - + projy, (V).

. -4 - , 3 . — )_( y - L, . .
Nh6 lai cong thic hinh chiéu & Tinh chat 1.18: projy(X) = ()7_));) ¥, ta cé dinh ly sau cho

co sd truc chuan:

Dinh ly 6.57 (Biéu dién trong co sé truc chudn). Cho vector Vv € V va mét co sd truc giao
S={w,...,Vk} cua V. Khi do, ta co

—

V= (V- W)+ (V- %)+ -+ (V- Vi) Vk.
s P 2 ~ ? . T
Vidu 6.58. Véi co sé truc chuan E = {e1, e, -+, ep} cia R”, moi vector v = [xl, X, ,Xn]
R" déu c6 biéu dién hién nhién:
V=Xx1€1+X0€ + - Xp€p.

Déng thoi, véi moi i =1,2,---,n, x; = v-¢;. Nhu vay dinh ly 6.57 |a ding trong trudng hop
nay.

Dinh nghia 6.59 (Hinh chiéu lén khéng gian con). Cho khéng gian con V C R” va vector
v € R". Hinh chiéu clia v 1én V 13 vector 7 € V sao cho

(V—i) e v+,
Tinh chit 6.60.
1. T xdc dinh duy nhat,
2 (V—@) d=0,
3. i la nghiém cua bai todn cuc tri: mingey || X — V||.
Chitng minh. Ching ta chiing minh su ton tai va duy nhit.

V 13 mot khéng gian con clia R” nén c6 sb chiéu hiu han. Gid su sb chiéu cla V 1a k va
S={i,..., 0} 1a mdt co sd truc chuin cla V. Dat

0 = projg (V) + - - + projg (V).

Ta dé dang kiém tra 7 thda man dinh nghia hinh chiéu. Néu tén tai w cling théa man dinh
nghfa vé& hinh chiéu thi 7— & € V va 7—w € VL. Nhuvay 7— w e VN VL hay i—w = 0.

]
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Bai tap
Bai tap 6.8.

. N ? < S A O & 3-X c ¢
(a) Ching minh rang khodng cach tir goc toa d6 O dén H: - X = c la |:T:|'

(b) Tim cong thic tinh khoang céch tu vector ¥y = (y1,..., yn) dén siéu phdng
aixy + -+ apxp, = ¢ trong R".

Bai tap 6.9. Tim hinh chiéu cla (1,2, 3) lén siéu phang H : x + 2y + 3z = 0 trong R3.
Chiing minh rang moi vector trong IR® déu cé thé biéu dién dugc duéi dang ¢(1,2,3) + v
vl ce R,V e H.

Bai tap 6.10. (Téng quat 1.5) Cho siéu phang H : - X = 0 C R”. Chiing minh rang
moi vector déu cé thé biéu dién duoc dudi dang ca3+ b véi b € H, c € R.

Bai tap 6.11. Tim hinh chiéu cla (1,2, 3) lén mit phang x —2y +z=0va 2x —y +
z =0 trong R3.

Bai tap 6.12. Tim mot co s6 truc chudn cho khéng gian vector
Span{(1,2,4,0),(0,1,1,0),(0,3,1,4)}.

Bai tap 6.13. Ching minh dinh ly 6.56 va dinh ly 6.57.
Goi y: S 1a mdt co sé cla V nén ton tai ay, ..., ag sao cho Vv = a1V4 + - - - + ax Vi, hay
tim a; bang cach xét gia tri clia V- V.

Bai tap 6.14. Ching minh Dinh ly 6.54.
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7 Anh xa tuyén tinh

Nhu da dé cap, dai s6 tuyén tinh hién dai 13 céng cu dé nghién ctiu hinh hoc téng quat. Trong
qué trinh téng quat héa tir mat phang 2 chiéu 1én khong gian vector, cac phép bién hinh trd
thanh cac anh xa tuyén tinh. Viéc nghién ctiu cic dnh xa tuyén tinh 1a mdt nhiém vu quan
trong trong hinh hoc cao cip. Phan nay sé gidi thiéu anh xa tuyén tinh va cic tinh chit co
ban, dong thoi lam rd mbi lién hé cla ching véi cdc ma tran (nhu da dé cap trong phan 2.1).

7.1 Anh xa tuyén tinh va ma tran biéu dién

Dinh nghia 7.1. Cho U, V |a céc khong gian vector trén cling mét truong F. Anhxa f : U — V
la mot anh xa tuyén tinh néu f théa man cdc tinh chét:

1. Yui, up € U f(u1 + Uz) = f(ul) + f(UQ).
2. VueU,aeF: f(au)=af(u).

Anh xa tuyén tinh 13 cdng cu quan trong dé nghién ctiu cac mbi tuong quan giita nhiing khéng
gian vector. Diéu tién loi 1a trong khudn khd bai giang nay, ching ta chi quan tam dén cac
khéng gian vector hitu han chiéu nhu R”, va khi s6 chiéu I3 hitu han, ta cé thé biéu dién méi
anh xa tuyén tinh bang moét ma tran.

Dinh nghia 7.2 (Ma tran biéu dién). Cho S = {v{, v, ..., vy} |2 mot co s6 clia R™ va
T ={ui, up,...,up} la mét co s6 clia R". Cho f: R™ — R” 1a mét dnh xa tuyén tinh. Ma
tran biéu dién clia f tu S sang T 13 ma tran sau:

Rsor(f) = [[f(v)lr [f(v)lr - [f(vm)]7] € R™™.

Dinh ly 7.3. VGi moi co sé S, T cia R™ R", moi ma tran A € R"™™, c6 mét anh xa tuyén
tinh f : R™ — R" sao cho A = Rs_,7(f).
Tur dinh nghia clia anh xa tuyén tinh, ta dé dang c6 cac tinh chat sau.

Tinh chit 7.4. VGi dnh xa tuyén tinh f : R™ — R" va cosé S = {vi,vo, -+, vy} ctia R,
ta co:
Vv e R : [f(v)]T = Rs—7(f)[Vv]s.

VGi [v]s 1a biéu dién ctia v qua co s S, [f(v)]r la biéu dién cda f(v) qua cosé T.

Tinh chat 7.5. Cho S va T an luot 1a cdc co s clia R™ va R". V&i cdc anh xa tuyén tinh
f.g:R™ — R", cdc sé thuc a, 3, ta co:

1. af +Bg : R™ — R" la mét anh xa tuyén tinh.
2. Rsor(af +B89) = aRs7(f) + BRs7(9).

Tinh chat 7.6. Cho M, N, K Ian luot 1a cdc co sé ciia R™, R", RX. V/Gi cdc dnh xa tuyén
tinh f :R™ - R"vag:RK - R™, cdc cosé S ciaR™ va T cia R¥, ta co:

1. fog:RK = R" la moét anh xa tuyén tinh.

2. Rksn(fog) = Ry—n(f)Rk=m(9).
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Nhu vy v6i mot co sd cho trudc cia modt khdng gian vector hitu han chiéu, méi dnh xa tuyén
tinh déu c6 thé bién dién bang mdt ma tran tuong Ging véi co s6 nay, va phép hop ham sb giita
hai anh xa tuyén tinh thuc chat chinh 13 phép nhan ma tran.

7.2 Tap anh va nhan ciia anh xa tuyén tinh

Hai dbi tuong thudng duoc nghién cliu clia cac anh xa ndéi chung la tap anh va tap hop
“nghiém”, hay con goi 1a “khéng diém”, tic tap hop nhiing diém cé anh bang 0. Dbi véi anh
xa tuyén tinh, tap hop khéng diém thudng duoc goi la nhan.

Dinh nghia 7.7 (Tap anh va nhan). Tap anh va nhan clia mét dnh xa tuyén tinh f : U — V
lan luot 13 cdc tap hop sau:

1. Im(f) ={f(u) : u e U}.

2. Ker(f) ={ueU:f(u) =0} =r1({0}).
Dé dang nhan thay Im(f) C V va Ker(f) C U.

Nhan xét 7.8. Danh phap tiéng Anh cla tap anh |a Image va nhan |3 Kernel, do dé mdi ¢
cac ky hiéu Im va Ker.

Diéu dac biét véi cac anh xa tuyén tinh 1a ca tap anh va nhan déu |3 cac khéng gian vector.
Diéu nay duoc thé hién qua ménh dé sau:

Ménh dé 7.9. Cho U,V [a cdc khéng gian vector va f : U — V 13 mdt dnh xa tuyén tinh. Khi
do Im(f) la mgt khéng gian con ctia V' con Ker(f) la mét khéng gian con cia U.

Chiing minh. Dua vao tinh chat clia khéng gian con 6 dinh nghia 6.22, ta c6:

1. V6i moi vi, vo € Im(f), Jur, up € U vy = f(u1), vo = f(up). Khidé vi + vo = f(u1 + o)
theo dinh nghia 7.1. Ma u; + up € U, nén vi 4+ v» € Im(f).

Véi moi a € R, v e Im(f), Jue U:v = f(u). Khi dé av = af(u) = f(au) theo dinh
nghia 7.1. Ma au € U, nén av € Im(f). Theo dinh nghia 6.22, Im(f) la khéng gian con
cla V.

2. Néu uy, up € Ker(f), tic la f(u1) = f(up) =0, thi f(u1 + ) =0 = 11 + up € Ker(f).
Tuong tu au € Ker(f) véi a € R va u € U. Do dé Ker(f) la khéng gian con clia U theo
dinh nghia 6.22.

]

Trong trudng hop f 1a dnh xa tuyén tinh tir R™ vao R", ta cé thé ddng nhat f v6i ma tran
bi€u dién clia né (theo mot co sd cho trudc). Mot céch thi vi, trong cach chuyén ngii tir dnh
xa sang ma tran nay, tap anh va nhan cla f ciing dugc dich thanh cac khong gian con co ban
clia ma tran biéu dién, nhu da dé cap & phan 6.3.

Tinh chat 7.10. Cho dnh xa tuyén tinh f : R™ — R" vdi ma tran biéu dién A := Ar s qua co
s6 S. Khi do Im(f) = C(A), khéng gian cét cta A va Ker(f) = N(A), khéng gian hach cta
A.
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Chiing minh. Suy truc tiép tu tinh chat 7.4 cla ma tran biéu dién A va dinh nghia khéng gian
cot, khong gian hach & dinh nghia 6.18. H

Cac tinh chat sau cho biét khi nao moét dnh xa tuyén tinh trén R” 1a don anh, toan anh hoac
song anh, dua vao cdc tinh chat ctia ma tran biéu dién.

Dinh ly 7.11. Cho dnh xa tuyén tinh f : R™ —R" va 2 coséd S va T tuong ting cia R™ va
R". Khi do ta co:

1. dim(Im(f)) = rank (Rs—7(f)),dim(Ker(f)) = null (Rs—7(f)).
. f la don anh <= dim(Ker(f)) =0 <= Ker(f) = {0}.

2
3. Néu m > n thi f chic chan khéng phdi don anh. f la toan anh <= dim(Im(f)) = n.
4. Néu m < n thi f chac chian khéng phai toan anh.

5

. Néum = n, f la song anh <= Rs_7(f) khad nghich. Khi dé anh xa nghich dao
F1:R" — R™ cing la song dnh tuyén tinh va Rr_s(f~1) = (Rs_r(f)) ",

7.3 Toan tir tuyén tinh - Ma tran déong dang

Trong phan nay, ta quan tam téi cac dnh xa tuyén tinh di tir R” va chinh né. C6 thé thay, cac
anh xa nay cé ma tran biéu dién 13 cdc ma tran vuéng, mét trong nhiing dbi tuong duoc quan
tam nhiéu trong DSTT (Phan 5). Viéc nghién cliu céc dnh xa tuyén tinh tir R" dén R” do dé
cling md ra mot huéng tiép can mai téi cdc ma tran vudng.

Dinh nghia 7.12 (Todn ti tuyén tinh). Mot toan tif tuyén tinh trong khong gian R” 13 mot
anh xa tuyén tinh f : R” — R”".

Khi lam viéc v6i cic todn tir tuyén tinh, ta thuong st dung mét co sé duy nhat cho R”, thay
Vi 2 co s& khac nhau dé biéu dién v va f(¥). Ta dinh nghia khai niém ma tran biéu dién cho
todn tir tuyén tinh nhu sau:

Dinh nghia 7.13. Chomét cos6 S = {v1, vo, ..., Vo) clia R” va todn tr tuyén tinh R” — R”.
Ma tran biéu dién cta f qua S, ky hiéu As(f), 1a ma tran biéu dién cta f, nhu mét dnh xa
tuyén tinh, tir S vao S.

As(f) = Rsos(f) = [[f(v)ls [F(v)]s -+ [F(v)ls].

Nhu mot hé qua cta dinh ly 7.3, ta co:
Dinh ly 7.14. Vi moi co s6 S ciia R" va ma tran A € R"™", tén tai todn tir tuyén tinh
f:IR" — R" sao cho A= As(f).
Moi tinh chat ctia ma tran biéu dién cla anh xa tuyén tinh ciing diing cho ma tran biéu dién
clia todn ti tuyén tinh. Thém vao do, ta ¢ tinh chit dic trung sau cho todn ti tuyén tinh:
Dinh ly 7.15. Cho todn ti tuyén tinh f trén R", cdc diéu sau 1a tuong duong:

* Ker(f) = {0} (f la don anh).



* Im(f) =R" (f la toan anh).
* f la song anh.
x As(f) kha nghich.

Néu f 1a song anh, f~1 ciing 1a todn ti tuyén tinh trén R” va cé ma tran biéu dién
_ Z1
As(f~1) = (As(f)) .

Tu dinh nghia trén, c6 thé thiy ma tran biéu dién cia mét toan ti tuyén tinh khéng chi phu
thudc vao toan tir dé, ma con vao co sé dang xét. Mot cau hoi tu nhién ducc dat ra la ma
tran biéu dién thay déi thé nao néu thay déi co s6? Khai niém sau thé hién mdi quan hé giiia
cdc ma tran biéu dién clia cing mot toan ti tuyén tinh dudi cdc co sé khac nhau.

Dinh nghia 7.16 (Ma tran dong dang). Hai ma tran vuéng thudéc R™<", A; va A, dong dang
v6i nhau néu ton tai mot todn tir tuyén tinh £ : R” — R"” va 2 co sé S1, S cta R” sao cho
A1 = Asl(f) va A2 = ASQ(f).

Dinh Iy quan trong sau lam ré ban chait cla quan hé déng dang:

Dinh ly 7.17. Hai ma tran A, B € R"™" déng dang khi va chi khi tén tai mét ma tran
P € R™" kha nghich sao cho:
A=PBP!

Ban doc sé dugc chiing minh dinh ly trén va hiéu mbi lién hé gitta né véi dinh nghia ma tran
déng dang va viéc chuyén co s& qua Bai tap 7.5.

Sneak peek. Hai ma tran dong dang sé c6 cung cac tri riéng va boéi clia ching. Phan 8 sé
di sau vao phan nay, cu thé 1a bai toan tim ma tran chéo déng dang véi moét ma tran cho
trudc. Nhiing kién thidc trong phan 8 1a nén tang cho phuong phap xU ly di liéu Principle
Component Analysis.

Doc thém. Trong hinh hoc cao cip, néu coi cac diém |a cac vector, thi cdc anh xa chinh I3
cac phép bién hinh. C6 kha nhiéu phép bién hinh cé tinh tuyén tinh, dién hinh nhu phép chiéu
vuéng géc 1én moét khong gian con. Cac phép bién hinh sau con |a cic toan tir tuyén tinh:
phép dbi xting qua mdt truc di qua 0, phép dbi xiing qua gdc 0, phép vi tu gbc 0, phép quay
gbc 0. Mot sb bai tap trong chuong nay sé dung cac tinh chat ctia DSTT dé chiing minh cdc
tinh chat don gian trong hinh hoc théng qua cidc ma tran biéu dién, va nguoc lai.

Bai tap

Bai tap 7.1. Hay ching minh cac dinh ly/tinh chat phia trén.

Bai tap 7.2. Cho truéc cosé S = {vi, va, ..., Vi } cla R". Hay tim ma tran biéu dié
qua S cla cac phép bién hinh sau:

1. Phép déng nhat Id: vV — vV Vv € R".
2. Phép vitu v— cvV Vv € R".

3. Phép dbi xiing truc qua duong thing {air: a € R}.
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Bai tap 7.3. Ching minh ma tran biéu dién qua mot co sé bat ky clia phép quay géc @
trong mat phang R? 13
[ cos(6) sin(@)}

—sin(@) cos(9)

Bai tap 7.4. Ching minh rang trong IR?, phép vi tu va phép quay giao hodn véi nhau
(c6 thé thay déi thi tu thuc hién ma khéng anh huéng dén két quad).

Bai tap 7.5. Chocoséd S = {s1,5,---,sp} va T = {t1, to,---, tp} cta R". Ching
minh v6i moi toan tl tuyén tinh f : R” — R”, ta co:

AT (f) = Ms_,7As(F)MS L +.

Bai tap 7.6. Ching minh rang néu A va B ddng dang thi rank(A) = B va null(A) =
null(B).
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8 Gia tririéng, Vector riéng va Da thic dac trung
8.1 Bai toan lily thira nhanh ma tran

Nhu da gidi thiéu 6 phan trén, khéng gian cdc ma tran cling cé nhiing phép tinh co ban nhu
khoéng gian cltia s6 thuc: cong, trir, nhan (chi riéng phép tinh chia chi danh cho ma tran kha
nghich). Tuy vay, van c6 mot diém khac biét nho nho, néu nhu phép cong va trir c6 thé duoc
thuc hién mot cach dé dang, phép nhan lai phic tap hon mét chiut. Mét truong hop dac biét
cla phép nhan dé chinh 13 ldy s6 mi cla mdt ma tran. Gid sir ta cé mdt ma tran A véi kich
thudc 2 x 2 nhu sau
1 4
A [1 J |

Mot cau hdi co ban 1a 1am sao ta cé thé tinh nhanh A2, A3, hay tham chi A1007

2 1 4][1 4] [1-144-1 1-444-1] [5 8
|1 1)1 1| |1-141-1 1-4+1-1] |2 5|

g2 4[5 81 4 _[5-148:1 5-4+48-1] _[13 28
2 5| (1 1 2.145-1 24451 7 13]°

V6i s6 mii nho, viéc ap dung dinh nghia phép nhan dé tinh ra A2 va A3 cho ngay két qua kha
gon gang; nhung véi A% ta cé thé thir va nhan ra rang viéc nhan 100 l1an |3 khong kha thi.
Day mai chi 1a mét vi du vé ma tran 2 x 2, vdi ma tran kich thudc I6n hon, viéc nhan “tu tu”
chin chan sé khong dem lai hiéu qua cao. Tu day ndy sinh mot van dé can duoc chiing ta giai
quyét, véi ma tran A cé nhiing tinh chat ndo thi phép tinh luy thira c6 thé duoc thuc hién dé
dang?

Mot suy luan tu nhién cho thiy néu A cé nhiéu hé sb 0 thi viéc nhan véi chinh A sé rit gon di
rat nhiéu. Sau mot ldic suy nghi, ta xem xét ma tran A véi kich thudc n x n chi cé hé sb trén
dudng chéo chinh nhu sau

4 0 0 0
0 @ 0 0
A= 2
00 . o0
0 0 0 a

Va ta cé thé thiy ngay rang, dé |3y sb mii clia A ta chi can luy thira tiing hé sb véi s6 mi
tuong tng, nhu sau

ak 0 0 0

w 0 a5 0 0
o 0 .0

0 0 0 af

Vay la néu ma tran chi c6é hé sb trén dudng chéo, phép luy thira rat Ia don gian! Goi nhitng ma
tran nhu thé 1a ma tran chéo. Tir day ta ndy ra mét y tuédng, liéu cé cach nao cé thé bién
doi mét ma tran A bat ky vé moét ma tran chéo khéng? Hay néi cach khac, gid su ta cé
ma tran A, liéu c6 ton tai hai ma tran B va D trong dé D 1a ma tran chéo sao cho

A= BD?
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Nhung ta nhan thay viéc lay luy thira cla BD thuc ra khéng don gidn hon viéc |3y luy thia
clia A mot chidt nao, 1a vi phép nhan ma tran khong cé tinh giao hoan nén

(BD)* = (BD)(BD)---(BD) (k lan),

ta khong thé gop D lai dé 1y luy thira dugc. Tu day, ta nghi ra mot cdch dé triét tieu B, dé Ia
viét A duéi dang sau
A=BDB !,

trong d6 B! 13 nghich dao ctia B. Ta théy rang, mic du phép nhan khéng giao hodn nhung
lai ¢ tinh két hop,
A = (BDB Y (BDB Y (BDB™Y) ... (BDB™1) (k lan)

= BD(B™'B)D(B7'B)D(B™'B)---(B™1B)DB™!

— BDD---DB™!

— BD"B™L.
Vi ma tran D |3 chéo nén viéc tinh DX rat don gian, va nhu vay viéc tinh AX tré thanh viéc
nhan ba ma tran B, DX va B~1. Ta cé thé viét A= BDB™! lai thanh

AB = BD.
Giad sir B viét thanh cdc vector cot nhu sau B = [v v» ... v,] va gia st céc hé sb trén dudng
chéo clia D 1a A1, Ao, ..., \p, biéu thic trén trd thanh
A 0 0 O
A 1= I
ViVo ... Val=[viw ... v
1 V2 n 1 V2 n 0 0 0
0O 0 0 X,

hay tuong duong
[AVl AV2 Avn] = [>\1V1 >\2V2 >\nVn]-

Nhu vay su ton tai cia B va D tuong duong véi su ton tai clia cac vector v, vo, ..., V, va
cac gia tri A1, Ao, ..., A, thod man
AVk:Aka, k:1,2,...,n.

Day chinh 1a déng luc dé ta dinh nghia hai khai niém quan trong nhat cua dai sb tuyén tinh
gia tri riéng va vector riéng. Trudc khi di vao dinh nghia, quay lai véi vi du phia trén clia ma
tran vudng A kich ¢d 2 x 2. Ban doc c6 thé kiém chiing dang thic sau

A -2 21 [-1 0] [-1/4 1/2
1 11|10 3||1/4 1/2|°

s |72 2 =1 0| . o [-1/4 1/2 . i
trongdoB—[1 11,D—{0 3}vaB —{1/4 1/2}.Nhu’ve_ay,vmkbatky

a2 2 (-1) o |[-1/4 1/27
I ! o 3 1/4 1/2 |

Thir v6i k = 2 va k = 3 cho ta két qua gibng nhu & phia trén.

3K+ (-1)) /2 3k —(-1)"
G*— (1) /4 B+ (-1)/2 |
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8.2 Gia tri riéng va vector riéng
Dinh nghia 8.1 (Tri riéng). Cho f : R” — R" |a mot anh xa tuyén tinh. Ta néi A € C la mot
tri riéng (hodc gia tri riéng) cla f néu ton tai v € R"\ {0} sao cho:
f(v)=Av.
Ldc dé ta ndi v la vector riéng ting vdi tri riéng .

Nhan xét 8.2. O dinh nghia trén v # 0 nhung A c6 thé bing 0. Khi dé tap tat ca cac vector
riéng (ng véi A = 0 chinh la Ker(f) \ {0}.

Thém vao dé, A cé thé khéng phai sé thuc. Ly do sé dudc dua ra trong phan tiép theo, da
thic dac trung.

Mot cach téng qudt, tap cac vector riéng (ing véi tri rieng A la Ker(f — A/d) \ {0}.

y y
u f(u)
A
> X > X
Y f(v)
Trudc tac déng cua f Sau tac déng cua f
Vi du 8.3.
« O hinh trén, sau tac déng cia f,
1
f(v) ==
(V) 2V'

. , o1 . R N . ,
nén v la moét vector riéng ting vai tri riéng 5 Tuy nhién u khéng phai vector riéng cla f.

* Trong mit phang xét f 13 mot phép quay mot géc 8 quanh tam O. Gia sit 6 # km véi k € Z
thi moi vector khac khéng déu déi phuong, dong thoi ciing khéng cé vector khac 0 nao bién
thanh 0. Vay f khéng cé vector riéng.

Ung v6i méi A € R, ta dit E(A) = {v € R" | f(v) = Av}.

Nhan xét 8.4.

* EQN) ={veR"|(f=Xd)(v) =0} = Ker(f — AId) la mét khong gian con cta R".

* Néu E(X) # {0} thi X chinh la mét tri riéng cta f. Lac dé ta ky hiéu E(X) := Eigen(),
goi la khong gian con riéng cua R” (ng véi .
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Vi du 8.5.

1. Giad sir vy, € R"\ {0} l1a mdt vector riéng clia anh xa tuyén tinh f : R” — R". Khi dé
Span({vx}) 1a khéng gian con mot chiéu clia R” (goi 1a dudng thang). Lic d6 Span({vy})
bat bién dudi tac déng cla f.

2. Xét dnh xa tuyén tinh:
f: R — R?

_1_ —

_O_ _1_
01 . 6]
_1_ _3_

Ta sé di tim cac tri riéng cling nhu cac vector (ing véi tri riéng clia anh xa nay:

0 =r([3]) = o (a]) +r (()

= ArX,
7 2 6 g S A Y - X ? ~ 2 g <
trong do Ar = 1 3 chinh la ma tran biéu dién cla f (trén co sd chinh tac).

Ta tim X # 0 va X sao cho f(X) = XX, tic la:

F(X) = X,
= ArX = XX,
<~ (Af—>\/2)X = 0.

Do X # 0 nén det(Ar —Al2) =0 <= A(A—5) =0. Khidé A =0va XA =513 hai tri
riéng cla f.

2
Ngoai ra, Eigen(0) = Ker(f) = Span ({ 1 ]) va Eigen(5) = Ker(f —5/d) = Span ([J )

Tu dé ta cé dinh ly téng quat sau:

Dinh ly 8.6. Cho toan tir tuyén tinh f : R" — R" va As(f) la ma tran biéu dién f qua co sé
S bat ky. Khi dé X € R la mét tri riéng cia f khi va chi khi det(As(f) —Xl) = 0.

Néu A 1a mét ma tran biéu dién f qua mét co sé S nao do, khi dé véi moi A € R,

det(As(f) — >\/n) = det [/\//E_>5A5( )MS—>E — >\/n]
= det [ME_>5 ( (f) — >\/n) . M5_>E]
[

= det ME_>5M5_>E] det(AE(f)—A/n)
— det(Ag(f) — Aly).

vGi E 1a co sé chinh tac.
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Nhu vay det(As(f) — Al,) khong phu thudc vao céch chon co sé S ma phu thudc vao f.
Dinh nghia 8.7. Anh xa Pr : R — R théa man Pr(X) = det(Ag(f) — Alp), VX € R dugc
goi la da thirc dac trung cua f.

Do cach dinh nghia dinh thic, Pr thuc chat [a mot da thic bac n.

Nhan xét 8.8. Tap hop cac tri riéng ctia f thuc chat 1a tap nghiém cla da thic ddc trung cla
n6. Ta biét mot da thiic bac n luén ¢ n nghiém thudc C (tinh ca bdi) va khéng nhat thiét 1a
s6 thuc. Diéu nay cé nghia cac tri riéng clla modt anh xa tuyén tinh cé thé khéng thudc RR.

O dang bién d6i tuyén tinh, dnh xa f con cé thé xem nhu mot ma tran A kich thuéc n x n va
cac vector riéng xem nhu 13 mét ma tran kich thudc n x 1; ltc dé cic khai niém vé tri riéng,
vector riéng duoc dinh nghia tuong tu, /d dong nhat véi /,,.

Dinh nghia 8.9 (Tri riéng va vector riéng ctia ma tran). Cho A € R"*". Ta nd6i A € C la mot
tri riéng (hodc gia tri riéng) cla A néu ton tai v € R”\ {0} sao cho:

Av = v,
Ldc do ta ndi v la vector riéng ting véi tri riéng .
Da thic dic trung clia A dugc ky hiéu Pa : R — R sao cho Pa(x) = det(A — x/p).

Tinh chat 8.10. V&i moi ma tran A, B € R"™", ta cé:

x Néu A va B dong dang (cting biéu dién anh xa tuyén tinh f & hai co sé khdac nhau <=
ton tai P khd nghich sao cho A = PBP™!) thi P4 = Pg = Pf va ching cé cting tri riéng
(ctng boi s6).

x A kha nghich khi va chi khi P4(0) # 0.
x Ma tran thuc déi xiing cap n cd n tri riéng thuc.
« Ava AT c6 ciing tri riéng (cting boi).
x AB va BA ¢6 ciing tap cdc tri riéng (c6 thé khdc boi).
X&c dinh tri riéng, vector riéng cia mét ma tran
*x Budc 1. Xac dinh da thic dac trung Pja.
* Budc 2. Giai phuong trinh P4(\) = 0 dé tim cac nghiém riéng.
* Buéc 3. Ung véi mi tri rieng A, giai phuong trinh:
(A= Xp)x =0,

ta dugc Eigen().
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8.3 Chéo hoa ma tran

Dinh nghia 8.11. M6t ma tran A € R” goi la chéo héa dugc trong R (trong C) néu ton tai
ma tran duong chéo D, thudc R"*" (thuéc C"™*") sao cho A va D, dong dang.
Nghta 1a ton tai P € R™" (P € C"*") kha nghich sao cho Dy = PAP~ 1,

Dinh ly 8.12. Cho dnh xa tuyén tinh f : R" — R" va Ar 1a mét ma tran biéu dién f qua mot
co s bat ky. Khi dé A chéo héa duoc trong R (trong C) khi va chi khi tén tai mét co sé 3
cua R" (cua C") chia toan vector riéng cua f.

Ngoai ra ma tran dudng chéo Dy sé chifa cdc tri riéng nam trén dudng chéo.

Qua dé ta thiy khéng phai ma tran nao ciing cé thé chéo héa dugc, ngay ca trong C, ta ¢
mot dinh Iy md ta kha nang chéo hdéa cia mot ma trén nhu sau:

Dinh ly 8.13. Cho A€ R"™" va Ay, ..., A € C la cac tri riéng phan biét cua A va gia sur
m; € IN /a s6 an tu do trong nghiém cda hé (A— Xilp)x =0 (m; = Null(A— X\/,)).
Khi do A chéo hoa dugc khi va chi khi my + ...+ my = n.

Hé qua 8.14.
% Ma tran vudng cip n chéo héa duaoc khi va chi khi né cé n vector riéng doc 1ap tuyén tinh.
x Néu mdt ma tran vudng cap n ¢ n tri riéng phan biét thi né chéo hoéa duoc.

% Ma tran déi xting chéo héa duoc.

8.4 Ung dung

Gid str ma tran A € C™" chéo héa duoc, nghia la ton tai P kha nghich sao cho:

PlAP = Da
M 0 .00
0 X ... O
0 0 ... X\

Tinh lily thira cia ma tran

Khi d,
AKX = PDpP!
= PDiP!

Neooooo0

0 X5 ... 0

53
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Tim cong thiic tdng quat day sb truy hoi

Gia st (up) va (vp) l1a hai ddy s6 thuc thda man cong thic truy hoi:

Upy+1 = Up — Vp,
Vn_l’_l = 2Un + 4Vn
Trong d6 ug =2 va vg = 1.

, 1 -1 N ol
Neéu ta dat X, = {U”} va A= [2 4 } thi cong thuc truy héi cé thé viét lai thanh:

Vi

Xpi1 = AX,, ¥neNU{0},
2 .
trong dé Xg = {J . TU doé suy ra X, = A"Xp, tury tudng cau (1), ta tinh dugc A” tong quat:

2ntl —3n 2" —3"
X, =
" [—Q"H +237 2" 4 2.3"} 0
5.2m— 3l
{—5.2” + 6.3”}

Tim cuc tri cia ham bac 2

Dinh nghia 8.15. Ham bac 2 n bién ¢ dang sau, trong dé a; va by 1a cac hang s6.
n
f:R" =R, (x1,x,..., Xp) = Y aixt + 2 bijxix;.
i=1 i<j
Bai toan tim cuc tri cia ham bac 2 13 bai toan trong dé cho truéc ham 2 f (X), tim
minf (X) va maxf (X) thoa diéu kién |x]| = 1.

Dé tim cuc tri cllia ham bac 2, ta cé dinh ly téng quat sau:

n

Dinh Iy 8.16. Cho ham bac 2 f(x1, %2, ..., xa) = Y_aix? +2)_bjixix;. Goi M¢ la ma tran

i=1 1<J
sau:

a1 bia b1z .-+ biy]

bio ax boz -+ b2y ai néui=j

n . % . .

Me = | b1z bo3z a3 bsp| = (mU)/J:r trong dé mjj = ¢ by néui<j .

: : s bji  néui>j

_bln bop b3p -+ ap i

Khi dé Mg 1a mét ma tran dbi xiing, tic la tap L cdc tri riéng ctia Mg gébm toan cdc sbé thuc,
va:
min{f (X) | |IX]| =1} =minL, max{f (X)||X] =1} = maxL.

Vi du 8.17. Tim cuc tri clia biéu thiic f(x,y) = 4x? + 3xy véi diéu kién x> + y? = 1.
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L&i gidi. Vector [x,y]T ludn cé norm bang 1, do dé day I3 bai todn tim cuc tri bac 2. Ta cé:

4 3/2
My = [3/2 / } |
My c6 céc tririeng la {—1/2,9/2}. Do dé

min{f(x,y) | x> +y* =1} = —

max {f(x,y) | x> +y? =1} = g

Kiém tra lai, ta co:

9 1 1 1 1 1
2 _ 2.2 12 1.2 2 _* 2_ 1 o _ 2
4x“ 4+ 3xy 2x +3xy+2y 2(X +y9) 2(3x+Y) 5 =75
= — — — — — P J A, — < —
2(X +y°) (2x 3xy + 5y 5 2(x 3y) <3
3 1 1 1 3 9 . .
Vifl-—, — | = —=, f| —, — | = =, ta két ludn dugc 2 gid tri cuc tiéu va cuc
< V10 10) 2 (\/10 \/10) 2 J
dai nhu trén.
[l
Bai tap

Bai tap 8.1. Hay tim tit ca tri riéng, co s& clia khdng gian con riéng va xac dinh su
chéo hod ciing nhu ma tran chéo clia mdi ma tran vudng dudi day:

)'12 o [? 3

Y lo 3] 1 4]
2 —4 2

b) [-2 1 2. 0 10
L4 25 f) |-4 4 0
- 2 1 2

1
o

O = O ¥

o O O O

o O O O

= O O O

0 2
d [-3 1 6].
01
Bai tap 8.2. Chiing minh rdng cac toan tir tuyén tinh sau chéo hod duoc trén R va tim
€O s6 ma trong doé toan tr cé dang chéo:
a) f:R3— R3 thod man:

X —x—3y —3z
f 1% = [3x+5y+3z
z —X—Yy+z



56

b) g:R* — R* thod man:

X X+y+z+t

3% | xt+y—z—-t
911zl | = X—y+z—t

t X—y—z+t

Bai tap 8.3. Cho ma tran

6 —3 -2

4 -1 =2

10 -5 -3

a) A co chéo hod dugc trén IR khong?

b) A cé chéo hoa dugc trén C khdng?
Bai tap 8.4. Tim cdng thic téng qudt cla day s6 Fibonacci: ug = u; = 1, Upy1 =
Up + Up—1.
Bai tap 8.5. Cho 2 s6 thuc a, b thoéa a® > 4b. Tim cong thiic téng quat cta day sb

truy hoi uny1 = au, + bu,_1 theo a, b va ug, us.

Bai tap 8.6. Tim cong thic téng quat cla day s6 ug = O,u1 = 1,u0 = 2, up =
6up—1 — 1lup—o 4+ 6Uy_3.

Bai tap 8.7. Hai cong ty P va M |a dbi tha canh tranh. Méi thang, ti Ié khach hang
duing san pham cla céng ty P chuyén sang dung clia cong ty M 1a p, v6i 0 < p < 1; va
ti 16 khach hang clia cdong ty M chuyén sang cong ty P 1a g, véi 0 < g < 1. Tinh ty I&
gitta luong khach hang clia 2 céng ty vé lau dai.

Bai tap 8.8. Chiing minh Tinh chat 8.10.

Bai tap 8.9. Cho A € R™*”, chiing minh tap céc tri riéng cua AAT va AT A Ia nhu
nhau.

Bai tap 8.10. Ching minh néu A € R™" chéo héa duaoc trong C va moi tri riéng cla
A déu la thuéc R, thi A chéo hda duoc trong R.

Bai tap 8.11. Chdng minh mdt ma tran vudng cap n cé n tri riéng phan biét thi chéo
hda duoc.

Bai tap 8.12. V6i méi ma tran A = (a;;) € C™", dinh nghia ma tran /ién hop cta A,
ky hiéu A 13 ma tran gdm cédc phan ti tuong tng lién hop véi cac phan tir clia A:
— n

A= (aj)

Dinh nghia ma tran lién hop chuyén vi cia A, ky hiéu A*, 1a

ij=1"

—\ T

A= (A) .

Ma tran A ducc goi 1a Hermitian néu A = A*. Chiing minh rang néu X € C 13 mot tri
rieng cla ma tran Hermitian A thi A € R. Tu d6 suy ra moi tri riéng cllia ma tran doi
xting trong R™*" déu thudc R.



Gia tri riéng, Vector riéng va Da thic dac trung | 57

Bai tap 8.13. Tim cuc dai va cuc tiéu cla cic biéu thic sau:

(a) X2+ y? + 23+ xy +yz+ zx, bibt x° +4y?> +92° = 1.

(b) 4x°+2y? 4+ z3 + 2xy + 5yz + 6zx, biét 2x% +3y3 + 22 = 1.
Bai tap 8.14. Ching minh dinh ly 8.16 cho ham bac 2 hai bién.

Bai tap 8.15 (Kho). Chiing minh dinh ly 8.16. Gai y: Phuong phap nhan tlr Lagrange.
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