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1 Xac suat co ban

1.1 Phép thir va bién cbé

Bai gidng nay sé khéng dé cap dén cac quy tdc dém va t6 hop. Ching ta bat dau véi khai
niém phép thir ngau nhién.

Dinh nghia 1.1 (Phép thi ngdu nhién). Phép thir |3 mot khai niém co ban khéng c6 dinh
nghia trong toan hoc (tuong tu tap hop hay diém). Phép thir c6 thé hiéu 1a viéc thuc hién mot
hanh déng va quan sat két qua cuta né.

Phép thir ngau nhién 13 phép thir ma két qua cla né khong thé doan trudc ducc.
Vi du 1.2. Cic phép thir sau la ngau nhién:

x Tung déng xu c6 2 mat khac nhau va quan sat mat nam trén.

% Tung xic xac 6 mat va quan sat mat trén.

» Dém sb xe chay qua mdt tram thu phi trong mét ngay bat ki.
Vi du 1.3. Cic phép thir sau khéong phai 1a ngau nhién:

x Dung quy tim kiém tra tinh acid cia modt dung dich khéng ré thanh phan.

x Doc don dang ky tham gia trai he PiIMA clia mét ban hoc sinh va quyét dinh xem ¢6
nhan ban khdng.

Dinh nghia 1.4 (Bién c6). M6t bién c6 1a mot tap hop cac két qua cé thé quan sat duoc.
Céc tap hop cé modt phan ti ducc goi |3 bién cbd so cap vi cac bién cd nay don gidn nhét.
Bién cb gém tur hai két qua dudc goi 13 bién c6 phiic hop.

Vi du 1.5.
* Khi tung dong xu, cac bién cb so cap la Sap va Ngua.

x Khi tung xtc xac, cac bién cb so cap la {1}, {2}, ..., {6}; céc bién cb phtc hop bao
gom {1,2,3},{"“S6 chan"}, {“S6 chia hét cho 3"}, . ..

Dinh nghia 1.6 (Khong gian mau). Khéng gian mau |3 tap hop hop thanh tir tat ca cac bién
cb so cap (tap hop gdm tat ca cdc két qua cd thé xdy ra), ky hiéu 1a Q.

Bién cb tuong ting véi Q) |a bién c6 chac chan. Bién c6 (ng véi @ |a bién cb rong.
Nhan xét 1.7. Moi bién cb déu la con cla bién cb chac chan Q. Bién cb réng la con clia moi
bién co.
Vi du 1.8. Cac phép thir sau c6 khong gian mau la mot tap hop hiu han:
* Khi tung dong xu, Q) = {Sap, Ngua}.
* Khi tung xtic xic, Q = {1,2,3,4,5,6}.
Vi du 1.9. Cic phép thir sau c6 khong gian mau 1a mot tap hop vo han:

* V6 han dém dugc: Chon mét sb6 hiu ti ngdu nhién trong doan [0, 1].
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* V6 han khong dém dugc: Chon mét diém ngdu nhién trong hinh vudng [0, 1] x [0, 1].
Ta c6 thé néu ra mot bién cb bang céch liét ké cac két qua trong né, nhung théng thuong ta
mo ta bién c¢b bang tinh chit chung cla cac két qua trong né.

Vi du 1.10. Khi tung xtc xac, bién cd A = {2,4,6} tuong duong véi “Tung dugc mat cé sb
chan”.

Vi du 1.11. Khi chon mét diém ngau nhién trén hinh vuéng [—1,1] x [—1, 1], bién cb
A =10,1] x [0, 1] tuong duong véi “Chon dugc diém ndm & géc phan tu tha nhat” .

1.2 Phép toan trén bién co

Vi cdc bién cb thuc chat 1a cac tap hop, cac phép toan trén ching ciing chinh 1a cac phép
toan tap hop quen thudc.

Dinh nghia 1.12. Cic phép todan trén bién cb6 dugc dinh nghia nhu sau:
1. Phép hop (cong): AUB=A+B.={w:weAVwE B}

2. Phép giao (nhan): ANB=AB:={w:w €A AN we B}. Neu AB= &, tanéi Ava B
xung khac.

3. Phép tru (hiéu): A\B:={w:weAANw¢ B}
4. Phép bu (d6i): A = A:={w:w ¢ A}. AC dudc goi |3 phan bu clia A va 13 mot bién

cb xung khac véi A.

Tinh chat 1.13 (C4c tinh chit co ban cla phép todn trén bién cb). VGi moi bién c6 A, B, C
ctng khéng gian mau Q), ta co:

1. Giao hoan: A+ B = B+ A va AB = BA.

2. Két hop: (A+ B) +C = A+ (B +C) va A(BC) = (AB)C.

3. De Morgan: A+ B=A.B, va AB=A+ B.

1.3 XAc suat cha bién c6

Dinh nghia 1.14 (Xdc suat). Lap lai mot phép thi vé han 1an. Vi mbi n € IN va bién cb A,
goi (A, n) 1a sb 1an bién cb A xdy ra trong n lan thi dau tién. Khi dé ta thira nhan ton tai
gidi han sau:

. o(An
P(A) = lim ( )
n—oo n
Gia tri P(A) do kha nang xdy ra cta A, va dugc goi la xac suat cia A.
Tinh chat 1.15. Ham xdc sudt P thda man cac tinh chat sau:

1. PQ)=1; P(@)=0; 0< P(A)<1, VYACQ.
2. P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).
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. P(A+ B) < P(A) + P(B), néu AB = @ thi xdy ra dang thc.
P(B) < P(A), VA B:BCA.
. P(A+B+C)=P(A) + P(B)+ P(C) — P(AB) — P(BC) — P(BA) + P(ABC).

o O AN W

. Union bound: P(A1 + Ax+ -+ Ap) < P(A1) + P(A2) + -+ + P(Ay), néu AjA; =
@, Yi+#]j thi xdy ra dang thiic.
Vi du 1.16. Gia st khéng gian mau ¢6 hitu han céc phan tr Q = {1,2, ..., N} va cac bién cb
) Ar e 1 :
so cap co6 xac suat déu nhau: P(1) =P(2) =... =P(N) = " khi do:

1Al

P(A) = 1

Nhan xét 1.17. Gia thiét moi bién cb so cip déu cé clng xac suat xdy ra kha théng dung va
thuong dugc st dung trong cac bai todn tinh xdc suat roi rac.
Vi du 1.18. Tung 2 con xtic xac doc 1ap nhau. Tinh xdc suat dé tdng trén 2 mat bang 7.

x Tong sb két qua c6 thé xdy ra: 6 x 6 = 36.

* Téng sb két qua sao cho téng 2 mat 1a 7: [{(1,6),(2,5),---,(6,1)}| = 6. Xdc suat dé

; \ 6 1
tong 2 mdat bang 7 la — = —.
ong 2 mdt bang 7 la =z = 2

1.4 Heé bién cb day du

Trong cac bai toan tinh xdc suat phdc tap, nhiéu khi phai chia thanh nhiéu trudng hop nho
tach biét nhau dé don gian héa tinh toan, sau dé maéi t6ng hop lai. Khdi niém Hé bién c6 day
da chinh 13 cdng cu dé chia trudng hop trong cac bai toan do.

Dinh nghia 1.19. M6t hé hitu han cac bién c6 {A1, A, ..., An} duoc goi la day da néu
1. AA =@, Vi#J.
2. A+ A+ -+ A, =Q.

Vi du 1.20. Cac hé bién cb sau la day du:
* Khi tung xtc xac: {{1}, {2}, {3}, {4}, {5},{6}}.

* Khi tung xtc xac: “Xuat hién mat 18", “Xuat hién mat chan”.
Nhan xét 1.21. Trong moi phép thi, v6i moi bién c6 A, {A, A} |a mot hé bién c6 day du.
Tinh chat 1.22. M6t sé tinh chat cla hé day du:

1. V6i moi hé bién c6 day di {B1, B>, ..., B,} va bién cé A, ta co:

AB1 +ABy +---+AB, = A

2. P(B1)+P(Bx)+ -+ P(Bp) =1.
3. P(AB1) 4+ P(ABy) + -+ -+ P(AB,) = P(A).



4. Dua theo nhin xét 1.21, ta co:
a) P(B)+P(B)=1, VBCQ.
b) P(AB) + P(AB) = P(A), VA BCQ.

1.5 Bién c6 doc lap - Céng thiic nhan

Dé bat dau tim hiéu cac bién cb phtic hop, 1a giao cla nhiéu bién cb, ta xem xét trusng hop
don gian nhat truéc. Ta dua ra khai niém bién cé doc 1ap, va cach st dung su doc 1ap dé tinh
Xac suat.

Dinh nghia 1.23 (Bién cb doc 1ap). 2 bién c6 A va B dugc goi la doc l1ap néu va chi néu:
P(AB) = P(A)P(B).

Trong thuc té, néu 2 bién cb xay ra tir 2 phép thi doc 1ap nhau (két qua cla phép nay khong

anh hudng dén phép kia) thi hién nhién ching la doc 1ap.

Ddng thic & dinh nghia 1.23 con dudc goi 1a cong thiic nhan xac suat. Dé tim hiéu ting

dung clia céng thiic nhan, ta xem xét vi du sau.

Vi du 1.24. Tung mdt con xtic xac 2 lan. Tinh xdc suit dé téng 2 mat 13 7.

R6 rang véi moi sb nguyén ne X = {1,2,..., 6}, 7—n¢€ X. Do dé véi mbi n € X, ta co:

U 1
1. Xac suat lan dau tung dugc n: 6

R _ 1
2. Xac suat lan th hai tung dugc 7 — n: 3

. ) 1 1 1
3. Do 2 lan tung la doc lap, xac suat tung dugc bd (n, 7 — n) la: G X 6= 35

4. Dung cong thic cdng, do cac bién cb (n, 7 — n) la xung khac, ta cé:

6
7 N 6 1
P(Téng 2 mit bing7) = Y P((n.7—n)) = — = =
(Téng 2 m3t bing 7) 3;% ((n7-n)=3=¢

Luu y rang 2 bién c6 doc lap khdng nhat thiét phai thudc 2 phép thir doc 1ap. Diéu kién doéc
|ap chi dua hoan toan vao cong thic nhan & dinh nghia 1.23. Ta xem xét vi du sau.

Vi du 1.25. Tung moét con xic xac 2 lan. Dit A, 1a bién cb 1an dau tung duoc n, Vi
ne{l,2,..., 6}, va B 1a bién cb 2 1an tung cé téng bang 7. Khi d6 A va B doc lap.

Chiing minh. Danh cho phan Bai tap. O
Bai tap
Bai tap 1.1. Khi nao thi c6 cic dang thuc sau:

1. A+ B=A.



2. AB=A.
3. A+ B =AB.
Hai bién c6 A va A+ B cé xung khic khong?

Bai tap 1.2. Cho A va B Ia hai bién ¢6 ngdu nhién. Tim bién cd X tur hé thic:

X+A+X+A=8B.

Bai tap 1.3. C6 3 gidi thudng ddnh s6 1, 2 va 3. Mot hop cé 4 manh gidy kich thudc
nhu nhau: (1) thdng gidi 1, (2) thing giai 2, (3) thang gidi 3, (4) thang gidi 1, 2 va 3.
Mot to gidy dugc chon ngiu nhién. Goi A; |a bién c6 “thang gidi i” (i = 1..3). Ching
minh rang A; doc lap Aj, Vi # j. Ching minh P(A1AxA3) # P(A1)P(A2)P(A3).

Bai tap 1.4. Ty I&é mot ngudi bi bénh tim trong mét vung dan cu 1a 9%, bi bénh huyét
ap 12 12%, bi ca hai bénh 13 7%. Chon ngdu nhién mot ngudi trong ving. Tinh xac suat
dé ngusi do:

1. Khéng bi bénh tim hodc khéng bi bénh huyét 4p.
2. Bi bénh tim nhung khéng bi bénh huyét ap.
3. Khoéng bi bénh tim nhung bi bénh huyét ap.

Bai tap 1.5. Founder ctia PIMA viét n I3 thu va bo vao n phong bi da viét san dia chi.
Tinh xdc sudt dé cé it nhat 1 14 thu dugc bd ding phong bi clia né.

Bai tap 1.6. Mot hop dung 10 phiéu rit tham trong dé cé 2 phiéu tring thudng. 10
ngudi 1an luot 1én rit mdi ngudi 1 1a tham cho dén khi ca 2 phiéu tring thudng déu da
duot rut tring. Tinh xac suat tring thudng cliia mbi ngudi.



2.1 Khai niém

Trong mot phép thi ngau nhién, dau ra clia né cé thé 1a s6 hodc khéng. Vi du, phép thir tung
x(c xac va xem sb nut cho két qua |a cdc sb tir 1 dén 6 nhung phép thir chon mét hoc sinh
trong I6p va xac dinh gidi tinh thi cho két qua khéng phai s6 [ Nam hodc Ni. Tuy nhién,
ngudi ta mudn dau ra cla moi phép thir déu gan véi mot dai luong do dac dudc, hay con goi
1a thuoc tinh s6. Do dé, khdi niém bién ngau nhién ra ddi nhu mot quy tac dé lien hé két qua
clia moét phép thi véi mdt con sb cu thé.

Dinh nghia 2.1. Bién ngau nhién 13 mot ham thuc hién anh xa tir khéng gian mau S dén
tap hop cac sb thuc RR.

Vi du 2.2. Khi chon ngiu nhién mét ngudi trong I6p thi ngusi dé c6 thé 1a Nam (M) hay N
(F). V6i khong gian miu S = {M, F}, ta dinh nghia mét bién ngdu nhién X nhu sau:

X(M)=1 , X(F)=0.
Bién ngau nhién nay gin két qua ngudi duoc chon 1a Nam véi sb 1 va nit véi sb 0.
Bién ngau nhién nay ducc dinh nghia bang cach gan truc tiép ting két qua véi mot con sb.
Céach dinh nghia nay chi nén dugc str dung khi luc luong cta khéng gian mau 1a khéng 16n.

Vi du 2.3. Khi chon ngau nhién mét ngay trong nam 2018, ta c6 365 két qua kha di, néu liét
ké hét toan bd tat cd cdc ngay cling v4i gid tri cia né thi that phién phic. Thay vao do, ta ¢
thé dinh nghia mot bién ngau nhién Y nhu sau:

v — 1 néula ngay &
0 néu la ngay thuong

Véi dinh nghia nay, Y (01/06) = 1 do 01/06 la ngay qubc té thiéu nhi, con Y(03/06) = 0 do
dé chi la ngay binh thuong (sinh nhat cla tac gid).

Trong hai vi du trén, cac gid tri cta bién ngiu nhién chi 1a 0 va 1. Cac bién ngdu nhién thudc
loai nay thudng xuyén xuit hién nén dugc uu &i dat tén riéng theo ngudi dau tién nghién ctiu
né, nha Toan hoc Thuy Si Jacob Bernoulli.

Dinh nghia 2.4 (Bién Bernoulli). M6t bién ngdu nhién ma mién gia tri ctia né chi gébm 0 va 1
goi 1a mét bién ngau nhién Bernoulli.
Cung modt khéng gian mau cé thé cho nhiéu bién ngau nhién khac nhau.

Vi du 2.5. Trén dia ban TPHCM cé nhiéu bén xe buyt 16n, ta xét hai tram xe buyt 1a bén xe
mién Ddng va bén xe mién Tay. Dinh nghia cac bién ngau nhién nhu sau:

X = tbéng sb xe buyt dang cho & ca hai bén,
Y = khdc biét vé sb6 xe dang chd giiia hai bén,
Z = sb luong xe buyt & bén cé sb luong xe buyt dang chd 16n hon.
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Gia sir phép thi nay dugc thuc hién cho két qua 1a w = (5,8) (tlc 2 xe & bén xe mién
Dong, 3 xe & bén xe mién Tay) thi X(w) = 5+ 8 = 13, ta ndi gia tri quan sat (hay gia
tri) cta bién ngiu nhién X [a x = 13. Tuong tucé gidtrictaY lay =1]5—-8]=3va Zla
z=max(5,8) = 8.

Trong cdc vi du trén, cac bién ngiu nhién chi c6 mét mién gid tri hitu han. Ta xét cdc trudng
hop bién ngau nhién c6 thé khéng phai nhu vay.

Vi du 2.6. Xét phép thir tung moét dong xu cho dén khi xudt hién mat nglra thi ding lai. Goi
mat nglra 1a H, mat sdp 1a T. Ta c6 khong gian mau S = {H, TH, TTH, ...} c6 vd han phan
tlr. Dinh nghia mot bién ngiu nhién X 1a:

X = sb lan tung cho dén khi phép thir dimg lai.
Khi d6, X(H) =1, X(TH) =2,.... Bat ki s6 tu nhién khac 0 nao cling c6 thé la gia tri cla
X, mién gid tri cta X 1a vé han.

Vi du 2.7. Xét phép thir do do pH trong dich vi da day cia mét ngudi binh thuong. Ta dinh
nghia bién ngdu nhién X:
X = do pH trong dich vi da day.

Nguai binh thudng c6 do pH da day tir 1.5 dén 3.5. Ta cé mién gid tri cla X la {x e R | 1.5 <
x < 3.5}.

2.2 Phan loai

C6 thé chia cdc bién ngiu nhién thanh 2 loai phu thuéc vao mién gia tri clia né.

Dinh nghia 2.8. Bién ngau nhién dugc xem |a roi rac khi ma mién gid tri clia né la mét tap
hitu han hodc vé han dém duac.

Vi du 2.9. Cac vi du & trén trir vi du cubi cung (vé dé pH) déu la cic bién ngdu nhién roi rac.
C6 thé thay trong vi du tung ddng xu, mién gia tri khéng la tap hiiu han ma la mot tap vé han
dém dugc (trung véi tap sd nguyén duong).

Dinh nghia 2.10. Bién ngdu nhién dugc xem |2 lién tuc khi ca hai diéu sau thoa:

x Mién gia tri 1a mot doan lién tuc trén truc sb (cé thé tién dén vd cling) hodc mot tap
hop cac doan nhu vay (vi du: [—oo, 1] U [5, 10]).

* Khéng cé gid tri nao cho xac suat duong, néi cach khac, P(X =c¢) =0, Vec.
Vi du 2.11. Luong mua trong mdt thang & moét khu vuc, vi du Hué, cé thé nhan bat ki gid tri

nao trong khodng [25, 1200] (mm). Do vay, day la mot bién ngiu nhién lién tuc.

Dé lam viéc véi cac bién ngau nhién rdi rac can cdc cong cu cla toan roi rac nhu |a phép téng
hay sai phan. Dbi véi cdc bién ngau nhién lién tuc, can cac céng cu nhu tich phan va dao ham.
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3 Bién ngau nhién roi rac
3.1 Phan phéi xac suat

Tudng tuong nhu ban c6 mdt dm tra va nhiéu ly, ban can chia hét tra vao cac ly nhd. Néu cé
mot ly thi tit nhién ly dé sé cé toan bd tra. Néu cé tu 2 ly trd 1én thi sé c6 vd sb cach chia
khac nhau. Viéc phan phdi xac suat ciing giébng nhu vay, véi bién ngiu nhién X cé thé nhan
nhiéu gid tri khac nhau.

M6t phan phdi xac suat cta bién ngau nhién X cho biét xac suat téng 1 sé dugc phan phbi thé
nao cho cac gia tri khdac nhau ctua X. Goi p(x) la xac suat gan véi gid tri x, ta cé:

p(x) = xdc sudt X c6 gia tri x = P(X = x).

Vi du 3.1. Viéc tung dong xu hoan hdo cho cic két qua 1a S = {H,T}. Ta dinh nghia
mot bién ngdu nhién X nhu trén: X(H) = 1, X(T) = 0. C6 P(0) = P(X = 0) =
P("xuét hién mit sap”) = 0.5.

3.2 Ham khéi xac suat

Dinh nghia 3.2. Ham khéi xac suat (probability mass function - pmf) clia mét bién ngiu
nhién roi rac dugc xac dinh cho moi sb6 x la p(x) = P(X =x) =P (Vw € § : X(w) = x).

NGi bang ngdn ngii tu nhién, véi moi gid tri cla bién ngdu nhién, ham khdi xac suat cho biét
xac suat xay ra cla két qua cla phép thir lién hé véi gid tri d6. D& nhan thay cd hai diéu kién
cla ham phan phdi xac suat:

0<p(x)<lva) p(x)=1.

Vi du 3.3. M6t xe hang ché 10 kién hang, mdi kién hang c6é 50 san pham. Xe hang duoc kiém
tra chat luong san pham va cho két qua: 3 kién hang cé 5 san pham 16i, 6 kién hang c6 2 san
pham 16i, chi c6 1 kién hang khéng cé san pham 16i.

Mot kién hang sé duoc giao dén cho ngudi dung. Goi bién ngiu nhién X 13 luong san pham 16i
c6 trong kién hang duoc giao. Ta cé:

1
P(O) = P(X = 0) = @ =0.1,
P(2) = P(X = 2) = @ = 0.6,
P(5) = P(X = 5) = 10 =0.3
p(x) =0, x#0,2,5.
Mot cach biéu dién khac 13
0.1 x=
06 x=2
p{Xx) =
( ) 0.3 x =5,
0 x#0,2,5.

Bang phan phdi xac suat
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X |0 2 5
P(X=x) [ 0.1 0.6 0.3

Ham khoi xac sudt p(x) cé thé phu thudc vao mét dai lugng véi gia tri xdc dinh cho trudc, goi
1a tham s6. Khi thay d&i gia tri tham sb thi ching ta cé mot phan phdi xac sudt khac nhau,
tap hop cac phan phdi xdc sudt nay goi la mot ho cac phan phdi xac suit.

Vi du 3.4. Khi tung déong xu khdng chudn cé xac suit xuit hién mat nglia 1a a. Goi X 13 bién
ngau nhién théa X(H) =1, X(T) =0, ta cé:

P(x,a) =

l1—-a khix=0
a khix=1

M®&i gid tri o khac nhau sé cho mét ham khdi xac suat khac nhau.

3.3 Ham phan phéi tich lily

Dinh nghia 3.5. Ham phan phéi tich liiy (cumulative distribution function - cdf) clia mot
bién ngiu nhién roi rac véi ham khéi p(x) dugc dinh nghia véi moi x la

F(x)=P(X<x)= )Y_ ply

yiy<x
N6i cdch khdc, ham phan phdi tich liy sé cho biét xac suat dé bién ngiu nhién X cé gid tri
khong qua x.
Vi du 3.6. Goi X 13 sb giuong trdng trong phong cip cliu clia bénh vién vao lic 2 gid sang.

Gia sir c6 bang phan phdi xdc sudt nhu sau:

x o 1 2 3 4
p(x) [ 0.2 025 03 0.15 0.1

Xac suat dé cé nhiéu nhat 2 giudng con tréng la
F(2) =P(X <2) =P(0)+P(1) + P(2) = 0.75.

Can chd y rang véi bién ngdu nhién rdi rac thi F(2.7) = F(2) (do X < 2.7 < X <2).
Ngoai ra, cling can luu y rang P(X <2) =P(X <2)-P(X =2) = F(2) — P(2) < F(2).

Tu vi du trén, ta biét thém rang:

F(x) = F(|x]) va P(X < x) = F(x)—p(x) < F(x).

Vi du 3.7. Mot clra tiém photo ban phao thi v6i cac mic diém khac nhau tir 6 dén 10. Goi X
la bién ngdu nhién muc diém dat duoc véi phao thi dd mua. Cé bang phan phbi:

x | 6 7 8 9 10
p(x) [ 0.05 0.1 035 04 0.1

9
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Ta ¢6 ham phan phéi tich Iily nhu sau:

(0 khi x<6

0.05 khi 6 <x<7

0.15 khi 7<x<8
0.5 khi 8<x<9
0.9 khi 9<x<10
1 khi 10 < x

\
St dung ham phan phéi tich Iy ta cling cé thé tim duoc xac suat bién ngau nhién X cé gia tri
roi vao mét khoang [a, b] nao dé. Co:

P(a< X <b)=P(X<b)—P(X<a)=F(b) —F(a).

Trong d6, a~ la gid tri nguyén 16n nhat ctia X bé hon a. Ta cé tinh chat sau cho cdc bién roi
rac nhan gia tri nguyén:
Dinh ly 3.8. Cho X la mét bién ngdu nhién nhan gia tri nguyén véi ham khéi p(x) va ham
tich ldy F(x) . Vi6i moi s6 nguyén a < b, ta cd

Pl(a< X <b)=F(b)—F(a—1),

va

3.4 Dac trung

3.4.1 Kivong

Gia sl t6 chiic ctia ban c6 du dinh dén moét truong hoc dé gay quy cho hoat déng sip téi. Do
thoi gian c6 han, ban chi cé thé budc vao diing mét phong hoc ngau nhién dé gidi thiéu vé t6
chtic cia minh v6i moi ngudi trong phong dé. Ban mudn biét minh sé dugc (“ky vong”) nai
chuyén véi bao nhiéu hoc sinh. Dé 1a Iic can dung dén gia tri ki vong.

Dinh nghia 3.9. Gia tri ki vong hay gia tri trung binh cla bién ngiu nhién roi rac X vdi tap
gia tri c6 thé D, ki hiéu E(X) hay ux hay u, la

E(X) =) x-p(x).

xeD

Vi du 3.10. Tiép tuc cau chuyén lic ndy, gid s tai thoi diém do, théng ké sb hoc sinh trong
tung phong nhu sau:

Phong |A B C D E
S6 luong | 32 28 32 35 20

Goi X |a bién ngdu nhién s6 ngudi trong phong dudc chon. Ban lap dugc bang phan phbi xac
suat:

x |20 28 32 35
p(x) [ 02 02 04 0.2

10
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Tu d6, s6 luong hoc sinh ban “ki vong” sé gap duoc:
E(X)=20-02+28-02+4+32-0.4+35-0.2=29.4.

Tat nhién diéu nay khéng cé nghia 1a ban buéc vao phong va sé gap dugc 29 va 2/5 ngudi.
Ban sé gap 16, 28, 32 hodc 35 ngudi véi xac suat nhu trén. Gid tri nay chi mang y nghia trung
binh, néu I3p lai viéc nay di nhiéu 1an (gid du cé 1000 t6 chiic clng lam) thi trung binh cla
moi 1an thir sé tién gan 29.4.

Dai lic, ching ta khéng chi quan tam téi ki vong cta bién ngdu nhién ma con quan tam téi ki
vong clia ham sb lién quan téi bién ngiu nhién dé. Lic nay:

E[h(X)] = %‘,h(x) -p(x).

Vi du 3.11. Tiép tuc véi vi du trén, ban bat dau suy nghi vé chi phi cho céng tdc marketing
nay. Gia st dé dén duoc trudng nhu vay ban phai bd ra sb tién di chuyén 1a 50.000d va khi gay
quy ban thu duoc mot sb6 tién cb dinh a tir mdi ngudi ban gidi thiéu. Gia tri a can 1a bao nhiéu
dé ban vira du thu hdi vén ma van gay quy duoc 100.000d cho t6 chiic?

Goi h(X) la sb tién 15i (ngan dong), rd rang h(X) = aX — 50. Co:

E[h(X)] =) (ax —50)p(x) = a%:xp(x) — Sng(x) = aE(X) —50.

D

Ta can E[h(X)] > 100 tic 29.4a — 50 > 100 vay a > 5.1. N&i cach khac, chi can tan thu mai
ngudi 5.100d.

Tu vi du trén ciing cé thé thay:
E[aX + b] = aE(X) + b.
3.4.2 Phuong sai va db léch chuan

Diém thi cudi Ki mén “Nhiing nguyén ly co ban ctia Chi nghia Marx - Lenin” cla hai I6p A va
B dugc cho nhu sau:

x |1 2 8 10 x |4 5 6 9
pa(x) | 0.2 035 0.2 0.25 pe(x) |06 0.1 02 0.1

Ca hai 16p A va B déu cé diém trung binh c3 I6p 1a 5.0. Liéu c6 thé xem ca hai I6p & nhu
nhau? Lic nay ta can mot théng tin khdc dé€ nhan xét goi 1a phuong sai (va dé léch chuan).
Néu ma gid tri ki vong xdc dinh vi tri ma cac gia tri cta bién ngau nhién X xoay quanh thi
phuong sai gilip xac dinh mic dd phan tan cla cac gia tri.

Dinh nghia 3.12. Phuong sai cla bién ngdu nhién X, ki hiéu Var(X) hay o% hay o la

Var(X) = Y_(x — )2 -p(x) = E[(X - u)?].

D
ox =4/0%.

~ ~ /\7 ? N
Do léch chuan cua X la:
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Cé thé thiy phuong sai 1a gia tri ki vong ctia binh phuong khodng cich gitta moi gia tri cla
X v6i gia tri trung binh. Néu nhu cdc gid tri cia X cang tap trung vé gid tri trung binh thi
phuong sai cang nhé, cang phan tan ra xa thi phuong sai cang 16n.

Vi du 3.13. Xét diém thi hai I6p ndi trén:
04 =02(1-5)240352-5)2402(8—-5)2+0.25(10 - 5)? = 14.4 = 3.8%.
Tuong tu cé:
02 =06(4—-5)2+01(5-5)2+02(6-5)2+0.1(9—-5)2 =24 = 1.5°.

R6 rang 1a 16p B c6 mdc diém tap trung hon 16p A.

Thoéng thuong, ching ta mong mudn phuong sai thap trong cic do dac hodc du doan. Tuy
nhién, phuong sai 16n ciing khéng that su cé nghia 1a xau, tuy vao tiing truong hop. Vi du ban
c6 hai phuong phap lam giau, phuong phap cé phuong sai nho hon sé gitip ban dam bao 6 mot
muc tién chip nhan dugc con phuong phdp c6 phuong sai I6n hon lai mang tinh “ducc &n ca
nga vé khdng”, cho ban cé co hoéi cé Igi nhuan cao nhung déi lai ciing ting kha ning 16 vén.

Phuong sai c6 moét cach tinh khac:

Var(X) = Lp(x—u)?-p(x)
Yp X*p(x) = 26 Xp xp(x) + u? Lp p(x)
= E(X?) —pu? =E(X?) - E%(X).

Ciing nhu trén, néu ta quan tdm dén phuong sai clia mdt ham bién ngdu nhién:

Var[h(X)] = Y (h(x) = E[a(X)])” p(x).

D

Trudng hop h(X) = aX + b ta cé:

Var[ax + b — (ap + b)] = Var[a(x — u)] = a* }_(x — u)?p(x) = & - Var(X).
D

3.4.3 Mode

Dinh nghia 3.14. M6t hay Mode cla bién ngau nhién X, ki hiéu Mode(X) la (céc) gia tri
cla bién ngdu nhién X ma ¢ xac suat 16n nhat.

Mode(X) = arg maxp(x).
X



4 Mot s6 phan phoi roi rac
4.1 Phan phéi Bernoulli

Xét mot thi nghiém ngiu nhién cé hai két qua Q = {w, @} vdi xac sudt cho két qud w la p.
Goi X la bién ngdu nhién théa X(w) = 1, X(w) = 0. Ta c6 ham mat do

p khix =1
p(x) =< 1—p khix=0 .
0 khi x khac

Dinh nghia 4.1. Ta néi X cé phan phéi Bernoulli khi X c6 ham khbi xac suit nhu trén. Ki
hiéu: X ~ B(1, p) trong d6 p € (0, 1).

Vi du 4.2. Chon mot ngusi bat ki trén dudng va xem gidi tinh (trén chiing minh thu) cta
ngudi dé. C6 hai kha ndng 1a nam (M) hoac nir (F), véi viec gap nam c6 xdc suat la p = 0.8.
Goi X la bién ngdu nhién thoa X(M) =1, X(F) = 0 ta co:

0.8 khix=1
p(x) =202 khix=0 .
0 khi x khac

Vay X ~ B(1,0.8).

Vi du 4.3. Tung mdt cuc xic xac, dit

1 khi mat chan
0 khimatlé

Tacé X ~ B(1,0.5).

Dac trung cta phan phbi Bernoulli:
* Kivong: E(X) = p.
* Phuong sai: Var(X) = p(1 —p).
*» Mode: Mode(X) = |p+0.5].

4.2 Phan phbi nhi thic

Xét mot thi nghiém ngiu nhién c6 hai két qua Q = {w, @} vdi xac sudt cho két quad w 1a p.
Ta I3p lai thi nghiém nay n lan doc 1ap va quan sat sb lan xuit hién két qua w trong n lan
quan sat dé. Goi X 1a sb lan w xuat hién.

O méi thi nghiém, xac sudt cé w xult hién 13 p va @ xult hién 13 1 — p. S trudng hop ma ¢é
x thi nghiém cho w bang sb cach chon x trong n thi nghiém tic CX. Do cdc thi nghiém la déc
lap nén xdc suat dé cé x lan xudt hién w la P(X = x) = CXp*X(1—p)"*.

13
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Dinh nghia 4.4. Cho bién ngdu nhién X nhan cac gia tri 0,1,2, ..., n. X c6 phan phdi nhi
thirc, ki higu X ~ B(n, p) (0 < p < 1) khi ham khdi xac suat cé dang:

Cxp*(1—p)™* khix=0,1,2,..., n
p(x) = _ ) :
0 khi x khac

Vi du 4.5. X4c sudt dé€ mot trang sich cé 16i in 1a 0.001. Ta kiém tra moét cudn sach 20
trang. Goi X la sb trang 16i tim dugc. Ta c6: X ~ B(20,0.001). Ham khoi xac suat:

C%,0.001¥0.9992°> x =0,1,2,...,20

Plx) = P(X=x) = {o x khac

Xac sudt dé tim thdy ding 5 trang 16i la:
P(X =5) = C3,0.001°0.999"° = 1.53 x 1071,
Xac suat dé khéng qud 1 trang 16i 1a:

F(1) =P(X<1)=P(X =0)+P(X =1) = 0.9998,

Dac trung cta phan phbi nhi thc:

* Kivong: u = np.

2

* Phuong sai: 02 = np(1 —p).

* Mode: cac s6 nguyén théa np+ p — 1 < Mode(X) < np + p.

4.3 Phan pho6i Poisson

Ban da bao gio ghi chd lai s6 email ma minh nhan dugc trong mét ngay? Hay sb6 khdch ma gia
dinh ban tiép trong mét tuan? Hay sb ngudi di ra vao mét bdo tang trong mot gio? Nhiing bién
ngau nhién nay déu ducc mé hinh héa bsi mét phan phdi dic biét goi |a phan phdi Poisson.

Dinh nghia 4.6. Cho bién ngdu nhién r&di rac X nhan gid tri 0,1,2,... X c6 phan phéi
Poisson, ki hieu X ~ P(X), khi ham khbi xac sut cé dang:

AN
:e>\—

P(X = x) o

Vi du 4.7. S6 ca sinh déi sinh ra trong mdt thang tai bénh vién Tur Di [a moét bién ngau nhién

theo phan phdi Poisson véi tham s6 A = 0.5. Vay xac suat dé trong mdt thang cé 2 ca sinh
2

0.5
IR 5} — 05 _
doilaP(X=2)=e = 7.58%.

O day, A déng vai trd la gia tri ki vong cla bién ngdu nhién.

Vi du 4.8. M&t trung tam buu dién nhan trung binh 150 cudc dién thoai trong mot gis. Vay
trung binh mét phat nhan 2.5 cudc goi. Goi X la sb cudc goi trung tdm nhan trong mot
phdt, c6 X ~ P(2.5). X4c suat dé trung tam khéng nhan cudc goi nao trong mot phut 1a
P(X=0)=e2°=82%.
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Diéu dic biét clia cic hién tuong néu & trén la viéc ching ta sé thuc hién phép thir rat nhiéu
lan (ghi s6 email minh nhan trong mot ngay, thuc hién subt moét ndm chang han) va xdc sut
xay ra cla n6 kha 1a nhé (hién nay chic ciing khéng nhiéu ngudi di bao tang nita nhi). Phan
phbi Poisson chinh 13 gi6i han clia phan phdi nhi thic khi ma n (hay s6 lan thi) 16n va p (hay
xac suat xay ra) nho.

Phan phbi nhj thiic B(n, p) ¢ thé dugc xap xi bdi phan phoi Poisson P(np) (tic A = np) khi
n 16n (thuong la hon 20) va p nhé (dudi 0.01).

Vi du 4.9. Gia st xdc suat ti vong cla bénh sbt xuat huyét 13 0.007. Ta tinh xdc suat dé
cé 5 ngudi chét do sbt xuat huyét trong mét nhém 400 ngudi. Goi X 1a bién ngdu nhién s6
ngudi chét do sbt xuat huyét trong nhém 400 nguoi. Ta c6 X ~ B(400,0.007). Do n = 400
I6n va p = 0.007 nhd, c6 thé xap xi bang phan phdi Poisson véi A = 400 x 0.007 = 2.8, ¢6
X ~ P(2.8). Tir d6 tim duoc P(X = 5) = 8.72%.

Vi du 4.10. Ti lé lo thubc hdong mot 16 rat nhiéu lo thubc 1a 0.05. Ta ldy ngiu nhién 20 lo.
Goi X 13 s6 lo héng trong 20 lo 14y ra. Ti lé trong mot 16 rat nhiéu thit sé xap xi bang xac
suat, tdc xac sudt moét lo thudc hong la 0.05. Cé X ~ B(20,0.05) va P(X =2) = 18.87%.
Ldc nay thir xap xi bang phan phdi Poisson, X ~ 1, c6 P(X = 2) = 18.39%. C6 thé thay khi
n khéng di 16n va p khdng di nhd thi xap xi khdng duoc chinh xdc 1am.

Dic trung cta phan phbi Poisson:
* Kivong: E(X) =X
x Phuong sai: Var(X) = A

* Mode: cac sb6 nguyén thda A — 1 < Mode(X) < A

4.4 Phan phéi hinh hoc

Xét mot thi nghiém c6 hai két qud Q = {w, @} vdi xdc sudt cho két qua w la p. Ta lap lai thi
nghiém nay nhiéu lan déc lap cho dén khi két qua w xuat hién thi dung lai.

Xac sudt dé cé x lan thuc hién thi nghiém |3 xdc suat dé x — 1 1an dau xuat hién @ va 1 lan
cudi xuat hién w tic (1 —p)*~1p.

Dinh nghia 4.11. Cho bién ngiu nhién X nhan cac gid tri 0,1,2,.... X c6 phan phéi hinh
hoc, ki hiéu X ~ Geo(p), khi ham khoi xdc suat cé dang:

P(X=x)=(1-p)!p.
Vi du 4.12. M6t xa thii cé xdc suat ban tring muc tiéu 13 p = 0.7. Anh ban muc tiéu cho

dén khi trang thi ding lai. Goi X 1a s6 1an ban trudc khi ding lai. Ta c6 X ~ Geo(0.7). Xac
sudt dé anh dimg lai sau 4 1an bing la P(X =4) = 0.33.0.7 = 1.89%.

Dac trung cta phan phdi hinh hoc:
1
* Kivong: E(X) = o

1-p
p?

* Phuong sai: Var(X) =

15



* Mode: Mode(X) = 1.

4.5 Phan phéi siéu hinh hoc

Xét mot quan thé cé kich thuéc N gdbm K phan tir c6 tinh chiat a va N — K phan tir khong cé
tinh chat a. M6t thi nghiém bbc tir quan thé dé cé hai két qua 1a w néu bbc ducc phan tir cé
tinh chat a va @ néu khoéng. Lap lai thi nghiém nay n 1an, méi 1an bbc khéng trd phan tir boc
dugc vé lai quan thé.

X4c suat dé co k lan xult hién w (bbc phan tir ¢é tinh chat a) dugc tinh nhu sau: chon k phan
tlr tr K phan tlr cé tinh chat a, chon n — k phan ti ti N — K phan tlr khong ¢6 tinh chat a;
khong gian mau 1a cach chon n phan tir tir N phan tr clia quan thé.

Dinh nghia 4.13. Cho bién ng4u nhién X nhan céc gia tri 0,1, 2, ..., n. X c6 phan phéi siéu
hinh hoc, ki hieu X ~ H(N, K, n), khi ham khéi xac suit c6 dang:

CRChli
P(X = k) = o

Vi du 4.14. M6t lo dung 20 qud bdéng trong dé cé 12 qua bdéng xanh, con lai la bdng
do. Boc tir trong lo khéng hoan lai 10 qua bdng. Goi X 1a s6 bong xanh bdc duagc, ta cé
ChGs
30

X ~ H(20,12,10). Xac suit dé béc dugc 7 qua bong xanh 1a P(X =7) =

Dac trung cla phan phbi siéu hinh hoc:

K
* Kivong: E(X) = -

Bai tap
Bai tap 4.1. Ching minh céng thiic cho cac gid tri ky vong, phuong sai va mode cla
tat ca cac phan phdi xdc suat trén.

Bai tap 4.2. Hai xtic xac chuan duoc tung doc 1ap. Goi M 13 bién ngau nhién sb 16n hon
trong hai vién xtic xac, vi du M(1,5) =5, M(3,3) = 3.

1. Cho biét ham khbi xac suat clia M.
2. Cho biét ham phan phéi tich Ity cla M.
3. Vé do thi cho hai ham trén.

Bai tap 4.3. Gia st ban dang doc bdo Tudi Tré va ghi nhan lai moi con sb ban doc duoc
- thu nhap cia moét CEQ, sb it bia ma ngudi Viét Nam ubng, s tién tham nhiing cla
mot quan chuc, sb tién thué ma mot cong ty da tron,. ... Chi quan tam dén chir s6 dau
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tién, tic xét mot bién ngdu nhién cé thé nhan gid tri 1,2,3,...,9. S6 liéu thuc nghiém
cho thay bién ngiu nhién nay tuan theo Luat Benford (luat chir s6 thir nhat):
x+1

p(X)=|Og( . ) x=12,..., 9.

1. Khong tinh xac suat cla ting gid tri, chiing minh p(x) 1a mét ham khoi xac suat
hop |é.

2. Lap bang xac suit tliing gid tri.
3. Tim trung binh, do léch chuin va mode ctia bién ngiu nhién.
4. Tim ham phan phbi tich liy cta bién ngiu nhién trén.

Bai tap 4.4. Xét tro choi: tung mdt con xtic xac 3 1an, sb tién nhan ducc sé gap 2 lan
s6 lan tung ra mat 6 nat (vi du: 2 1an nhan 4 dong). Méi lan choi phai mat A déng. Hoi:

1. A I3 bao nhiéu thi ngudi choi vé 1au dai hué vén (goi la trd choi céng bang)?
2. A 1a bao nhiéu thi trung binh mét Ian ngudi choi mat 1 dong.
Bai tap 4.5. Ching minh lai cdc céng thic vé ki vong va phuong sai ctia cac phan phdi
da néu & trén.
Bai tap 4.6. Cho X va Y la hai dai lugng ngau nhién doc lap.
1. Gid st X ~ B(1,0.2),Y ~ B(2,0.2). Lap bang phan phoi xac suat cia X + VY.
2. Gidsir X ~ B(1,0.5),Y ~ B(2,0.2). Lap bang phan phdi xac suat clia X + Y.
3. Trong 2 trudng hop trén, truong hop nao X + Y c¢é phan phéi nhi thic? Xac dinh
phan phdi dé, tinh ki vong va do léch chuan.

Bai tap 4.7. Cac san pham duoc san xuit trong moét day chuyén. Dé thuc hién kiém tra
chat lugng, mdi gid ngudi ta rat ngdu nhién khoéng hoan lai 10 san pham tir moét hop ¢
25 san pham.

Qui trinh san xuat duoc bdo cdo I3 dat yéu cau néu cé khéong qud 1 san pham 13 tha
pham.

1. Néu tat cad hop duoc kiém tra déu chira chinh xac 2 thi pham, xac suat qui trinh
san xuat duoc bdo cdo dat yéu cau it nhat 7 lan trong mét ngay lam viéc 8 gio 1a
bao nhiéu?

2. Su dung phan phdi Poisson dé xap xi xac suat tinh duoc trong cau trén.

3. Biét rang lan kiém tra chit luong cudi cuing trong cau (1), quy trinh san xuat ducc
bdo dat yéu cau. Hoi xac sudt mau 10 san pham tuong (ing khéng chia thi phdm
la bao nhiéu?

Bai tap 4.8. Trong hop cé 20 san pham, mdi san pham déu cé thé 1a chinh pham hay
thi pham véi xac suat nhu nhau 0.5. Ly ngdu nhién 8 san pham cé hoan lai thi duoc
toan chinh pham. Tinh xac suat hdp cé toan chinh pham.

Bai tap 4.9. Cho X va Y la hai bién ngdu nhién déc lap tuan theo phan phbi Poisson
v6i tham s6 1an lugt 1a A1, Ao. Chiing minh X +Y ~ P(A1 + X2).
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5 Bién ngau nhién lién tuc

5.1 Phan phoéi xac suat

Tré lai v6i vi du vé am tra, 1an nay, tudng tuong ban c6 sb ly nhiéu dén vé han. Luc nay thi
mac cho ban chia tra nhu thé nao, luong tra trong mdi ly ciing sé tién gan vé 0. Trudng hop
nay gidng nhu phan phdi xac suat cla bién ngdu nhién lién tuc vay. Trong trudng hop lién tuc,
bién ngdu nhién X cé thé nhan vo han céc gid tri, c6 thé la trong mot khoang [a, b] trén truc
s6, cé thé 1a hoi cla nhiéu khodng nhu vay. Vi moi gia tri x, nhu ly tra vay, xac suat dé bién
ngau nhién nhan gia tri x déu 1a 0, hay P(X = x) =0, Vx.

Vi du 5.1. Goi X |3 do sau cia modt dong sdng tai mot diém duoc chon ngau nhién trén mat
nudc. Gia s do sau tdi da cua dong séng la 20.7, vay X nhan gia tri trong khoang [0, 20.7].
Truong hop ta “roi rac héa” bién ngau nhién X bdng cach chi do chinh xdc dén phan nguyén
dd sau, thi X tré thanh bién ngdu nhién rdi rac nhan cac gia tri nguyén tir 0 dén 20. Néu biéu
dién bang cdch hinh chit nhat nhu hinh ta c6 téng dién tich (tuong (ing véi téng xac suit) sé
la 1.

Mot cach roi rac hda khdc, chinh xdc hon 1a lam tron dén 0.5 do sau. Lic nay X 1a bién ngau
nhién rdi rac nhan cdc gid tri ban nguyén tir 0 dén 20.5. Tuy ¢ nhiéu hinh chii nhat hon nhung
téng dién tich van 1a 1.

Ct tang do chinh xac phép do nhu vay, lic nay ta cé X la moét bién ngiu nhién lién tuc véi dod
thi phan phdi nhin giébng nhu doé thi ctia mdét ham sb. Tat nhién, dién tich phan bén dudi do thi
cling la 1.

5.2 Ham mat do xac suat

Do xac sudt cho moi gid tri ctia bién ngdu nhién X déu bang 0 nén cdc bién ngau nhién lién
tuc khéng c6 ham khdi xac suat nhu roi rac. Ta dinh nghia mét ham khdc cho bién ngdu nhién
lién tuc.

Dinh nghia 5.2. Goi X |a mot bién ngiu nhién lién tuc. Ham mat dé xac suat (probability
density function - pdf) ctia X la mét ham f(x) sao cho véi bat ki a, b sao cho a < b ta cé

Pla< X <b)— /b F(x)dx.

a

NGi cach khdc, xdc sudt dé X nhan mot gid tri trong khodng [a, b] 1a dién tich phan dudi do
thi giéi han trong doan nay ctia ham mat dé. Ham nay c6 hai tinh chat:
o0
0<f(x)<1lva / f(x)dx = 1.
—0Q
Vi du 5.3. Goi X Ia géc quay (dd) theo chiéu kim dong hd clia kim gidy tai mot thai diém nao
dé trong ngay. X la mdt bién ngdu nhién lién tuc véi ham mat do:

1
N <
F(x) = { 360 0<x <360

0 x khac
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Vi du 5.4. Goi X |3 bién ngiu nhién c6 ham mat dé cé dang:

F(x) = ax khi x € [0, 1] |
0 khi x khac

Dé day |a ham mat do, ta cé:

/oo Flx)dx =1 <= 1=a/1xdx:f[(1)2—(o)2]:§ — a=2

[e’e) 0 2
X&c suat dé bién ngiu nhién X nhan gia tri trong doan [0.3,0.6] Ia
0.6
P(03<X<06)= / 2xdx = 0.62 — 0.3% = 0.27.
0.3

5.3 Ham phan phéi tich lily

Tuong tu nhu trudng hop rdi rac, ta ciing dinh nghia ham phan phdi tich liy cho bién ngdu
nhién lién tuc.

Dinh nghia 5.5. Ham phan phéi tich lily F(x) cho bién ngdu nhién lién tuc X véi moi gia

tri x 1a
X

F(x) = P(X < x) = / F(t)dt.

—0o0

Noi cach khdc, F(x) la phan dién tich bén dudi d6 thi ndm vé bén trdi cla x.
Tur dinh nghia trén, ta suy ra dugc tinh chat tuong tu véi dinh ly 3.8 nhu sau

Dinh ly 5.6. Cho X la m¢t bién ngdu nhién lién tuc véi ham mat dé f(x) va ham tich ldy
F(x). Khi do:
f(x)=F'(x), ¥xeR

Dinh ly trén dic biét hiu dung trong viéc tim ham phan phdi xac suit cla cic bién ngdu nhién
lien tuc. Khac véi bién rai rac, ham mat do xdc suat (khdi niém tuong duong v6i ham khoi xac
suat) khong thé biéu thi duoc dudi dang xac sudt clia mot bién cd6 X = x nao dé. Do dé viéc
dling cac coéng thic xac suit cla bién c¢d dé chiing minh cic cdng thic lién quan téi ham mat
doé cla bién lién tuc sé khong chat ché. Véi dinh ly 5.6, ta c6 thé dung nhiing céng thiic xac
suat dé ching minh coéng thiic cho ham tich Iy, va dao ham dé duoc coéng thiic tuong ting
cho ham méat do.

Phuong phap nay sé duaoc st dung nhiéu khi chiing minh cac céng thuc lién quan téi da bién
ngau nhién lién tuc trong phan 7.

Vi du 5.7. Goi X |a tai trong (theo N) trén mét chiéc cau. Ham mat do xac suat clia X dugc
cho nhu sau:

1 3

-+ = khi 2
Fx) =48 Tgc Kixelo2]

0 khi x khac

C6 thé xac dinh ham phan phbi tich Ity nhu sau. Xét moi gia tri x trong khoang [0, 2]:

X (1 3 1 3
(x) /_OO (t)dt /0 (8 + 8t> dt gXt 1%
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Vay ta ¢ ham phan phbi tich liy:

0 khi x <0
1 3
F(x)=<¢ = — x2 i0<x<?2.
(x) 8X+16X khio<x<?2
1 khi 2 < x

Cau chi c6 thé chiu duoc tai trong khéng qua 1.5. Xdac sudt dé cau sap la:

1 3
HX>L@:1—HX§L®:1—F@®:J—<§JB+IBL§>:3%6

Khoéng gibng vai bién ngdu nhién rdi rac, trong trudng hop bién ngau nhién lién tuc, ta co

P(X<x)=P(X<x)—P(X=x)=F(x)—0= F(x).

Do dé ta co:

Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=F(b)—F(a).

5.4 Dac trung

Tuong tu bién ngau nhién rdi rac, cac bién ngau nhién lién tuc cling cé cac dic trung nhu ky
vong, phuong sai, do léch chuan.

Dinh nghia 5.8. Gia tri ki vong hay gia tri trung binh cla bién ngdu nhién lién tuc X, ki
hiéu E(X) hay pux hay u, 1a

Dinh nghia 5.9. Phuong sai cla bién ngdu nhién X, ki hiéu Var(X) hay 0% hay o2 Ia

oo

Var(X) = [ (x=w)? - F(x)dx = E[(X ~ w)?].

—0o0
ox =4/0%.

Dinh nghia 5.10. M6t hay Mode cla bién ngau nhién X, ki hiéu Mode(X) la (céc) gia tri
cla bién ngdu nhién X ma cho ham mat doé xac suit I6n nhat.

A 1A ~ 2 N
Do léch chuan cua X la:

Mode(X) = arg max f(x).
X

Céc tinh chit khac ma bién ngiu nhién rdi rac c6 cling xuat hién trong bién ngiu nhién lién
tuc.

Vi du 5.11. Hai loai dang tranh gianh mét luong thiic an nhat dinh. Goi X 1a bién ng3u nhién
ty 1& thiic an ma loai 1 dang chiém. Gid st X c6 ham mat doé xac suat:

1 khixel0,1
g = b Kmxe o)
0 khi x khac
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Ty lé thic an loai 1 ky vong chiém duoc la:
1
E(X) :/ xdx = 0.5,
0

Luong luong thuc ma loai chiém nhiéu hon chiém duoc a:

1-X khio<X <05

h(X) = max(X,1—-X) = _ :
X khio.b <X <1

Ty I& thic an loai chiém dugc nhiéu hon ky vong chiém duoc Ia:

E[h(x)] = /_OO max(x, 1 —x)f(x)dx = /01 max(x, 1 — x)dx

o0
0.5 3
= / (1-=x)dx+ [ xdx=—.
0 05 4

Mot dac trung can ndéi dén cta bién ngdu nhién lién tuc 13 phan vi.

Dinh nghia 5.12. Cho p la mét s6 trong doan [0, 1]. Phan vi thir 100p cta phan phoi cla
bién ngiu nhién lién tuc X, ki hiéu n(p), thda

p = F(n(p)).

N&i cach khac, phan vi thir 100p clia phan phdi chinh 13 gid tri n sao cho dién tich phan bén
trai m 1a p.
Luu y: ham phan phdi tich Ity 1a ham tang tir 0 t6i 1, do dé gia tri m(p) ludn ton tai véi moi
pe(0,1).

Vi du 5.13. Lugng vai ban dugc (theo m2) clia mdt xi nghiép trong mot tuan xdc dinh 1a moét
bién ngdu nhién X véi ham mat do

1.5(1—-x°) khio<x<1
f(x) = |
0 khi x khac

Ham phan phéi trong khoang [0, 1] la:
X
Fx) = / 1.5(1 - t2)dt = 0.5x(3 — x2).
0
Trung vi, hay phan vi thit 50, ctia phan phdi nay la n thoa:
05=F(n)=05n3-7%) <= n°—3n+1=0 <= n=0.347.

Vay trong thoi gian dai, 50% s6 tuan sé cé luong vai ban ra it hon 0.347m?.



Bai
Bai

tap

tap 5.1. Tudi tho cla mot loai con trung 1a mét bién ngiu nhién lién tuc X (don vi:

thang) c6 ham mat do:

3
4

Bai
thu

kx2e™2X x>0
f(x) = _
0 noi khac
. Tim hang sé k
. Tim F(x)
. Tim E(X), Var(X), Mode(X)

. Tim xdc suat con trung chét truéc 1 thing tudi

tap 5.2. M6t ho cdc ham mat do xdc suat duoc st dung dé xap xi phan phdi cla
nhap va sb luong ngudi trong thanh phd 1a ho Pareto. Ho nay gdm 2 tham s, k va

0 déu > 0 va c6 ham mat do xac suat:

LCARN
Fxik,6) =4 xktT * =7
0 x <0

Phdc hoa db thi clia ho ham nay, thay déi cac tham sb6

. Kiém chting cac ham trong ho nay théa man yéu cau cta mdt ham mat doé xac
suat.

Goi X |3 bién ngau nhién c6 ham mat dé xac suat trén, véi b > 0 xac dinh, tim
P(X < b)

. Véi6<a<b, timP(a< X <b)
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6 Mot s6 phan phoi lién tuc

6.1 Phan phoéi déu

Dinh nghia 6.1. Bién ngdu nhién lién tuc X dugc goi 1a c6 phan phéi déu trén doan [a, b),
ky hiéu X ~ U(a, b), néu ham mat do xac suat c6 dang

1

— khi

fx) = d b—a |x€[a,b]'
0 khi x khac

Tur dinh nghia trén, ta c6 ham phan phdi xac suat cia X ~ U(a, b):

0 khi x < a
F(x) = Z:Z khi x € [a, b] .
1 khi x > b

Tinh chat 6.2. Dic trung ctia phan phéi déu:

b
* Kivong: E(X) = a—; .

(a—b)?
2

Vi du 6.3. Tai mdt tram xe buyt khodng cdch gilta cdc chuyén lién tiép clia mot tuyén xe buyt
T 13 15 phat. Chuyén dau tién dén tram lic 7 gio sdng. Mot hanh khach téi tram xe buyt vao
mot thoi diém cé phan phbi déu tir 7 gio téi 7 gio 30 dé di tuyén xe buyt T. Goi X la thoi
diém hanh khach dén tram tinh tir 7 gig, ta c6 X ~ U(0,30). Xac sudt dé anh ta phai doi
khéng qua k phut (k < 15) la:
P(15— k<X <15U30— k< X <30) = F(15)— F(15— k) + F(30) — F(30 — k)
k k

k
= 05-(05——)+1—(1—=-)=—
05-(05-35)+1-(-35) =33

Vi du 6.4. Cho X la m&t bién ngdu nhién lién tuc theo phan phdi déu trén doan [a, b]. Xdc
suit dé€ X nhan gia tri nam trong khoang 1 do léch chuan so véi ki vong la:

* Phuong sai: Var(X) =

Plu—o<X<pu+o) = F(u+o)—F(u—o0)
_ (wto-a)-(u-0o-a) 20

b—a b—a -
b—a 1

1
2—=——=—= =57.74%
2V/3b—a /3 ’

6.2 Phan phbi chuan

Dinh nghia 6.5. Cho bién ngau nhién lién tuc X véi hai tham s6 p va o > 0. X dugc goi la cé
phan phéi chuan tuong (ing v6i tham sb w, 02, ky hiéu X ~ N(u, 0?), néu ham mat do xac
suat c6 dang

(x - u)?

1
exp | ————
oV2T P { 20?2

f(x) =
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Cau hdi dit ra: Ham mat do xac suat trén c6 théa man tinh chit co ban cia ham phan
phéi xac suat & dinh nghia 5.2 khéng? Dinh ly sau khang dinh 13 c6.

Dinh Iy 6.6. \V/6i moi o, u € R, ta cd dang thiic sau:

ey RS o

NGi cdch khdc ham mat dé xdc sudt cia phan phdi chuan la hop [é.

Diéu tién loi ctia phan phdi chuan |a cac tham s cua né ciing chinh 1a ky vong va phuong sai.
Tinh chat 6.7. Cho X ~ N(u, 0?), khi d6 E(X) = u va Var(X) = o2.
Céc phan phdi chuan véi tham sé khac nhau tuy cé ham mat do xac suat khac nhau nhung cé
thé dua vé gibng nhu nhau qua moét phép bién déi don gian.
Tinh chat 6.8. Néu X ~ N(u, 02) thi véi moia, b€ R, a# 0, ta c6

aX + b~ N(au+ b, a°c?).
Tinh chat 6.8 cho ta mot phuong phap dé tinh cdc xdc sudt ctia moi phan phbi chuan bat ki

ma chi can biét cdc gid tri xac suit cla mot phan phdi chuan duy nhat. Ngusi ta quy udc sur
dung modt dang phan phbi chuan dé lam “co s&” cho moi phan phéi chuan khac.

Dinh nghia 6.9 (Phan phdi chuan tic). Bién ngau nhién lién tuc Z cé phan phbi chuan tac,
ki hieu Z ~ N(0,1) néu ham mat do xac suat cé dang:

1 X2
f(z)= exp| ——= .
@)= m=eo (-5 )
Tu dinh nghia trén, ta dinh nghia ham phan phdi xac suat clia Z ~ N(0, 1):

z 1 X2
CD(Z) = LWEGXD (—?> dx.

Tich phan nay khéng c6 céng thic tir cdc ham so cip, do dé théng thudng ngudi ta st dung
bang tra dé tim gia tri cla ®(z). Mét sb tinh chat cia ®(z):

Tinh chat 6.10.
1. ®(z2)+P(—2) =1, VzeR
2. P(—a<Z<a)=2P(a)—1, VaekR

3. Chiing ta cé thé dé dang dua mot phan phbi chuan bat ki vé lai phan phbi chuan hoa.
. X —
Néu X ~ N(w, o2) thi =—2 <~ N(0,1). Tir d6, ciing c6:

P(Xga):P(X_“ga_“) :@(a_“).

o o o

Vi du 6.11. Chi s6 théng minh (IQ), dugc do bang bai kiém tra IQ Stanford-Binet, c6 phan
phdi chudn trong mét téng thé nao dé. 1Q trung binh 13 100 diém, va do léch chuan 13 16
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diém. Goi X 13 IQ clia mét ngudi, ta c6 X ~ N(100,162). Phan tram sb ngudi trong téng thé
c6 1Q trén 140 la:

140 — 100

P(X>140):1—P(X§140):1—<b( T

) = 0.62%.
Vi du 6.12. Cho X |3 mét bién ngdu nhién lién tuc theo phan phbi chuan, X ~ N(u, 02). X4c
suat dé X nhan gia tri ndm trong khoang 1 do léch chuan so véi ki vong la:

Plu—o <X <p+o)=d(1)—d(~1) = 20(1) — 1 = 68.26%.

Gidng nhu phan phdi Poisson, phan phdi chuan ciing cé thé xap xi phan phdi nhi thic, nhung
trong trudng hop p khéng qua gan 0 hodc 1. Khi n 1én, ta c6 thé xap xi phan phdi B(n, p)
bang phan phéi chudn N(np, np(1 —p)).

Ngoai ra, do st dung mot phan phbi lién tuc dé xap xi mot phan phdi roi rac, dé viéc xap xi
duoc chinh xdc hon, ngudi ta con dé xuit phép hiéu chinh lién tuc:

P(X <x)=P(X <x+0.5).
P(X <x)=P(X <x—0.5).

Vi du 6.13. Diém thi ctia moét hoc sinh hoc mén Tu tudng H6 Chi Minh cé xac suat dudi
trung binh 13 0.8. Xét modt 16p cb 64 hoc sinh. Goi X 1a sb hoc sinh dudi trung binh, cé
X ~ B(64,0.8). Ta mubn biét xac sudt khong qud 50 hoc sinh rét mén la bao nhiéu.

1. Tinh theo phan phdi nhi thic ta c6 P(X < 50) = 40.19%.

2. Tinh xap xi bang phan phéi chudn N(51.2,10.24), khéng dung hiéu chinh lién tuc cé
P(X < 50) = ®(—0.375) = 35.57%.

3. S dung phép hiéu chinh lién tuc cho P(X < 50.5) = ®(—0.22) = 41.29%.

C6 thé thay phép hiéu chinh lién tuc cho xap xi tét hon dang ké.

Z-Score va tmg dung cGia phan phéi chuan

Phan phdi chuan cé rat nhiéu ting dung trong linh vuc Machine Learning néi riéng va Xdc Suat
thdng ké néi chung. Mot ting dung tiéu biéu 1a phan phbi chuan thudng duoc st dung 1a thudc
do cho dé kiém tra xem mot gid tri nao dé cé phai gid tri cla su kién hay khéng. Néu ta c6
mot ngudi can ndng 72kg, va ta da c6 mot s6 dir liéu can ning cla nam gidi, ta cé thé tinh
kha ndng can nang doé 1a clia nam hay nit dua vao Z-Score. Phuong phap nay rat hiéu qua dbi
v4i phan 16n cadc dang phan phdéi. Théng tin nay két hop véi nhiéu théng tin khac nhu chiéu
cao, kich thuéc chan,. .. cé thé cho ta du dodn véi do chinh xac cao. Trong Machine Learning,
khi ta c6 miu thi du 16n (thdng thudng trén 40), trung binh va dé léch chuan cia mau thiu
(tlic ta lay ngau nhién mau thir nhiéu 1an) sé gan bang trung binh va doé I&ch chuin that su va
dugc xem la vay.

Phan 16n su kién ngoai doi sébng c6 phan phdi gan bang phan phbi chuan. Vi vay, ta cé thé gia
thiét phan phéi ban dau (initial value) cho két qua cho Machine Learning trudc khi train |2
phan phéi chuan. Chi y rang phan phbi chuan hiéu qua nhat khi sit dung cho ham lién tuc.
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Z-Score |a phuong phap dé tinh c6 dé léch chuan ma mét gia tri nao dé cich gid tri trung
binh clia phan phbi chuan bao nhiéu. Z-score c6 cdng dung tinh khd niang mét gia tri nao dé
c6 thudce su kién hay khéng, do néu cich qud xa gid tri trung binh, giad tri dé khé long thuéc
su kién.

Dinh nghia 6.14. Khi tién hanh thong ké mét sb liéu X trén mot cong dong C, goi u la gia
tri trung binh va o2 1a phuong sai, ttic 1a o 1a do 1éch chuan. Khi dé véi mot ca thé bat ki ¢6
gia tri x, gia tri

duoc goi la Z-Score cla gia tri x.

Khi d6 xdc suat gia tri x xuat hién la ®(—|Z]). C6 thé thiy, khoang cach gilia x va u cang
16n thi | Z| cang 16n, do d6 ®(— |Z]|) cang nhé.

Cé thé thiy, cdng thiic clia Z-Score ciing gan gidng nhu céng thic bién déi mét phan phoi
chuan sang phan phdi chuan tic. Tuy nhién, diém khac biét 13 2 gia tri u va o chi 1a gia tri
trung binh va dé léch chuan thuc nghiém cla coéng déng C.

Hién nhién ta khong thé khang dinh chic chan phan phbi clia X trén C 13 phan phdi chuan,
cting khéng thé khang dinh phan phéi nay cé ky vong w va do léch chudn o. Ta chi dang xdp
xi phan phéi trén bang phan phbi chuan, va xdp xi ky vong va dé léch chuan thuc su bang gia
tri thuc nghiém cla ching. Ta hy vong rang cach xap xi nay sé mang lai mot két qua xap xi
di gan cho xac suat gia tri x xuat hién.

Trong thuc té, xap xi trén khd chuan xac va duoc dung nhiéu trong théng ké dé kiém tra cac
gia thuyét hodc phat hién viéc lam gid di liéu. Ta xem xét vi du sau:

Vi du 6.15. Diém trung binh cad ndm cda I6p 10A5 cla truong trung hoc ABC I3 8.8 véi do
léch chuan 0.2. D& diém trung binh cta ca khoi trén 9.5 c6 that su kha thi hay khéng?

Gia sir phan phdi diém cd ndm cua ca khdi 1a phan phdi chuan va phan phdi diém cla I6p 10A1
khéng qua léch qua moét bén so véi cad khdi. Z-score clia s6 diém nay la:

88-95

7(8.8) =~

—3.5.

Ta c6 ®(3.5) < 0.0002, xac suadt qua thap nén ta két luan diém trung binh ca khéi cla trudng
ABC gan nhu khoéng thé trén 9.5.

Bai tap
Bai tap 6.1. Tinh chiéu cao clia 6 ngudi bat ki ma ban biét, tinh phuong sai, do léch

chudn. S dung Z-score dé tinh xac suat hai dau xem chiéu cao trung binh clia ngudi
Viét Nam cé kha thi hay khéng dua vao dit liéu thu thap duoc.

Bai tap 6.2. Tao phan phdi chuan cho chiéu cao cta ngusi Viét Nam, dua vao chiéu
cao trung binh va dé léch chuan 12cm. Tao nhiing gid tri ngau nhién dua vao phan phoi
chuan 4y (c6 thé st dung code hodc tim kiém trén mang). Kiém tra xem véi bao nhiéu
mau thir thi gid tri trung binh va do léch chuin clia mau sé gan nhu bang gid tri that.
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Bai tap 6.3. Entropy H cla mét bién ngdu nhién lién tuc X duoc dinh nghia 13
H = E[—Infx(X)] v6i fx la ham mat do xac suat cua bién ngdu nhién X va In la logarit
tu nhién. Tinh entropy cla bién ngau nhién theo phan phéi chuan va u = 0, 02 = 2.



7 Da bién ngau nhién

O trén, ching ta da néi vé truong hop 1 bién ngau nhién. Tuy nhién, trong thuc té, ngudi ta
thudng quan tdm dén 2 hay nhiéu bién ngdu nhién. Lay vi du: goi X, Y lan luot 13 cac bién
ngdu nhién chi can ndng (kg) va chiéu cao (m) clia mdt ngudi. Viéc nghién clu nhiéu bién
ngau nhién, bén canh xac suat tiing bién, xac suat hop, xac suat bién,... con lién quan dén viéc
nghién ctiu su doc 1ap va muc dod tuong quan gilia 2 bién ngiu nhién.

Trong khudn khé bai gidng, ching ta néi dén trudng hop 2 bién ngiu nhién, viéc md rdong ra n
bién ngau nhién dugc thuc hién tuong tu.

7.1 Phan phéi két hop

Tuong tu nhu véi truong hop 1 bién ngiu nhién, cdc cdp bién ngau nhién sé c6 nhiing xac suat
ing v6i nhitng cap gid tri ching cé thé nhan. Nhiing gid tri xac suat nay duoc thé hién bang
ham khéi xac suat két hop dbi véi cac cip bién rdi rac va ham mat dé xac suat két hop
dbi véi cac cap bién lién tuc.

Tap hop cac cip gid tri cé thé nhan duoc cla cdp bién ngiu nhién va xac suit tuong ting cua
chiing tao thanh phan phdi két hop cua cip bién ngau nhién dé.

7.1.1 Ham khéi xac suat két hop
Dinh nghia 7.1. Goi X va Y [a hai bién ngiu nhién roi rac xac dinh trén khéng gian miu S cla
mot phép thi. Ham khéi xac suat két hop p(x, y) duoc dinh nghia véi méi cdp sb (x,y) la:
p(x,y) =P(X=xvaY =y).
Ta cé diéu kién tuong tu:
p(x,y) €[0.1]va ) ) p(x.y) =1
Xy
Dinh ly 7.2. Cho 2 bién ngdu nhién roi rac X,Y véi mién gid tri Dx, Dy va ham khoi két hop
p(x,y). Vi méi tap A C Dx x Dy, ta co

P[(X,Y) € Al = Zpry

(x,y)€A

7.1.2 Ham mat do xac suat hop

Dinh nghia 7.3. Goi X va Y I3 hai bién ngau nhién lién tuc. Ham mat dé xac suat hop
f(x,y) cho hai bién ngiu nhién nay théa man

f(x, Olva/ / f(x,y)dxdy = 1.

Dinh ly 7.4. Cho X va Y la 2 bién ng4u nhién lién tuc cé ham mat do két hop f(x,y). Voi

méi tap A C R?, ta co:
PI(X,Y) € A = // F(x, y)dxdy.
A
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7.1.3 Ham phan phéi tich liily hop

Dinh nghia 7.5. Ham phan phéi tich lily hop dugc dinh nghia Ia:
Fxy(x,y)=P(X<x,Y<y), Vx,y€eR

N6i cdch khdc, ham phan phbi tich Ity hop 1a giao clia phan bén trdi ham tich liy cla riéng

bién X va bién Y.

Dinh ly 7.6. Cho 2 bién ngdu nhién X va'Y, ta co:

1. Néu X,Y roirac: Fxy(x0.y0) = Y, Y, p(x.y).

X<xp Y<Yo

Yo X0
2. Néu X,Y lién tuc: Fxy(x0,y0) = / / f(x,y)dxdy.
—00 —00

Cac dinh ly sau la mé rong ctia dinh ly 3.8 va dinh ly 5.6:

Dinh ly 7.7. Néu X,Y la 2 bién ng4u nhién nhan gid tri nguyén, ta co:

p(x,y) = Fxy(x,y) — Fxy(x—=1,y) — Fxy(x,y = 1)+ Fxy(x =1,y — 1), Vx,y € Z.

Dinh ly 7.8. Néu X,Y la 2 bién ngdu nhién lién tuc, ta co:
d2

F
dxdy X'Y(

f(x0, Y0) = X0, ¥0), Vx0,¥0 € R.

7.2 Phan phéi bién

Mot cau hdi tu nhién khi xem xét cdc cdp bién ngau nhién véi phan phbi két hop 1a: Néu ta
chi quan tam téi gia tri ca mét bién thi phan phdi xac suat cia né sé nhu thé nao?
M&i bién ngiu nhién X déu c6 mdt phan phdi xdc suat px tuong ting. Néu ta chi dugc cho
phan phdi két hop pxy gitta X v6i mét bién ngdu nhién Y nao dé, phan phdi px ducoc goi la
phan phéi bién (marginal distribution) clia X trong cip (X,Y).

Tuong Ung v4i cac trudng hop bién ngdu nhién roi rac va lién tuc, ta ciing c6 cac khai niém
ham khdi xac suit bién va ham mat doé xac suat bién.

Dinh ly 7.9. Gid si7 (X,Y) la m¢t cap bién ngdu nhién roi rac c6 ham khéi két hop p(x,y).
Khi dé ham khbi xdc sudt cta X, nhu mét bién ngdu nhién riéng 1€, duoc cho bdi:

px(x) =Y _p(x.y), vdimoigid tri cia x.
v
Dinh nghia 7.10. Khi (X,Y) 1a mot cdp bién ngdu nhién rdi rac, ham khdi xac suat cua X
duoc goi 13 Ham khéi xac suat bién cda X.

Dinh ly 7.11. Gid st (X,Y) la mét cdp bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do két hop
f(x,y). Khi do6 ham mat d xdc suat cta X, nhu mét bién ngdu nhién riéng Ié, dugc cho bdi:

[0.9]
fx(x) :/ f(x,y)dy, Vi —oo<x < 0.

—0
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Dinh nghia 7.12. Khi (X, Y) la mdt cdp bién ngdu nhién lién tuc, ham mat do xac suit cla
X dudc goi 13 Ham mat dé xac suat bién cha X.

Dé& xem xét mot cach truc quan hon khai niém phan phdi xac suit bién va cach xac dinh né,
ta c6 thé hinh dung mot chuong trinh mdy tinh xudt ra mot cdp gid tri ngau nhién (x, y) theo
phan phdi két hop p (hodc f) 6 mdi l1an chay. D€ don gian héa, ta gid sir rang phan phdi két
hop la rdi rac.

DéE tim xdc sudt X = xg véi moét xg bat ky, ta chay chuong trinh N 1an vé6i N rat 16n, dém so6
lan xuat hién cap (xp, y) véi y bat ky, 1ay sb lan dé chia cho N.

Goi sb lan xuat hién cdp (x,y) trong N 1an thd 1a N(x,y) va so lan thda man x = xp 1a
N(xo), ta co:

N(xp) = ;N(XO.)/) . N(/\>/<o) _ ; /v(j(\)/,y).

Cho N — oo, ta dudc:

px(%0) = Y p(x0.¥).

y
Chting minh chi tiét ctia dinh Iy 7.9 va dinh ly 7.11 sé duoc danh cho ban doc.

Khai niém x3c suat bién gitp ta cé cdi nhin nhiéu chiéu vé da bién ngdu nhién, ta khéng chi
lam viéc véi ching nhu nhiing bd cac bién ngau nhién phu thudc 1an nhau, ma con cé thé tich
riéng ching ra dé tién lay cic phan théng tin dang quan tam. Dién hinh 13 dinh ly sau:

Dinh ly 7.13. Cho 2 bién ng4u nhién déc lap X va'Y.
1. Néu X,Y roi rac véi mién gid tri Dx va Dy, ta co:

pxy (x.¥) = px(x)py(y) Vx € Dx,y € Dy

2. Néu X,Y lién tuc thi ta co:

fx.y) =fx(x)h(), Vx,y€R

N6i ndm na, dinh ly trén cho thiy cdc cdp bién ngau nhién doc 1ap cé thé duoc tach roi hoan
toan. Chiing minh sé dugc danh cho ban doc.

7.3 Mot sb tinh chat dic trung

Phan nay sé gidi thiéu hai tinh chat dac trung cta phan phdi két hop nhu ky vong va hiép
phuong sai. Dai luong dau tién duoc tim hiéu 1a ky vong.

Dinh ly 7.14. Néu X,Y 1a 2 bién ngdu nhién roi rac cé mién gia tri lan luot la Dx, Dy, vdi
moi ham sé h: Dx x Dy — R, ta cd:

ENXY) = T ¥ h(xy)p(x.y).

x€Dx yeDy

Dinh ly 7.15. Néu X,Y [a 2 bién ngdu nhién lién tuc, véi moi ham sé h: R? — R, ta co:

E(h(X,Y)) :/_O; /_O:o h(x, y)f(x, y)dxdy.



Hai dinh Iy quan trong trén cho phép ta tinh toan cac gid tri ky vong clia mot ham sb theo
X, Y ma khéng can xem xét dén h(X,Y’) nhu mét bién ngdu nhién va tinh todn phan phoi cla
no.
Tiép theo, ta dén véi khai niém hiép phuong sai, mot khai niém dic trung & da bién ngéu
nhién thay cho khai niém phuong sai.
Dinh nghia 7.16. Cho 2 bién ngau nhién X, Y, hiép phuong sai clia X va Y duoc dinh nghia
bdi cong thtic:

Cov(X,Y) =E[(X=E(X))(Y —E(Y))].
Tinh chat 7.17. Hiép phuong sai cia X va Y con cd thé dugc tinh bdi Cov(X,Y) =
E(XY) — E(X)E(Y).

Hiép phuong sai clia cap bién ngdu nhién (X,Y) do dd phan tan clia tuong doi giiia ching.
N6i ném na, hiép phuong sai do dd phan tdn clia X tuong (ing véi khi Y nam gan va xa ky
vong clia nd, va nguoc la.

Hi€éu mot cich gian luoc, hiép phuong sai do muiic dé anh hudng lan nhau gitia X va Y. Cé thé
thay 2 dai lugng X — E(X) va Y — E(Y') déu c6 ky vong la 0. Tuy nhién, néu X va Y cé xu
hudng ting cung nhau, viéc Y nam trén ky vong sé dan dén kha ndng X nam trén ky vong
cao, do dé Cov(X,Y) > 0.

Tuong tu, viec X va Y cé xu huéng xung khdc, tic 1a bién nay tang thi bién kia gidm, sé dan
dén Cov(X,Y) < 0.

Hudng suy luan truc giac trén dan dén két qua sau cho 2 bién déc 1ap, ma chiing minh chit
ché sé danh cho ban doc:

Dinh Iy 7.18. Néu X va Y déc lap thi Cov(X,Y) = 0, hay E(XY) = E(X)E(Y).

Luu y. Dinh ly trén khéng cé chiéu nguoc lai. Hai bién ngiu nhién cé hiép phuong sai bang 0
khéng nhat thiét phai doc lap.

Bai tap

Bai tap 7.1. Ching minh dinh ly 7.7 va dinh ly 7.8.

Bai tap 7.2.

(a) Ching minh dinh ly 7.9. Gai y: tinh chit 1.22 cla hé bién cb6 day du cé thé mé
rong cho vd han bién cb.

(b) Chding minh dinh ly 7.11. Goi y: sir dung ham tich Ity két hgp, dinh ly 7.4 va dinh
ly 7.8.

Bai tap 7.3. Cho 2 bién ngdu nhién X va Y.
(a) Gid slir X, Y roi rac v6i ham khdi p(x, y). Ching minh
E(X) =) xp(x,y)
X

bang 2 cach: dung dinh ly 7.14 cla ky vong hop va dung dinh ly 7.9 cta phan phéi
bién.
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(b) Gia sir X, Y lién tuc véi ham mat do f(x,y). Ching minh

o o
E(X) :/ / xf(x,y)dxdy
— 00 J =00
bang 2 cach: dung dinh ly 7.15 ctia ky vong hap va dung dinh Iy 7.11 ctia phan
phoi bién.

Bai tap 7.4. Ching minh dinh ly 7.13 cho trusng hop 2 bién lién tuc. Goi y: st dung
dinh ly 7.8 va céng thdc nhan xdc suit cla 2 bién cb doc lap.

Bai tap 7.5. Ching minh dinh ly 7.18. Goi y: dung céng thiic nhan xac suat va cac
dinh ly dinh ly 7.15, dinh ly 7.14.

Bai tap 7.6. Cho 2 bién ng3u nhién X, Y, chiing minh
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

tir d6 suy ra Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) néu chiing doc lap.
Bai tap 7.7. An va Binh hen gdp nhau tai mot thoi diém gitta 5 gio va 6 gio chiéu dé di
an tbi. Goi X I3 thoi diém An t6i, Y 13 thoi diém Binh téi. Gid st X va Y doc lap va déu
tuan theo phan phdi déu trén doan [5, 6].

1. Cho biét ham mat do xac suat hop clia X va Y.

2. Cho biét xac suat ca hai cung dén tai mot thoi diém gilra 5:15 va 5:45.

3. Néu ngudi dén trudc chi doi 10 phut trudc khi bo di an chd khac, xdc suat hai
ngudi cling an tbi 1a bao nhiéu?
Bai tap 7.8. Hai bo phan cia mét mdy tinh c6 ham mat doé xac suat két hop cho tudi

doi X va'Y la:

Fx.y) xexp(—x(1+y)) véix>0,y>0
X,y) = :
4 0 véi X, ykhc

1. Tinh xac suat tudi doi X cla bd phan dau tién vuot qua 3.

2. Cho biét ham mat do xac suat bién clia X va Y. Hai bién ng4u nhién nay cé doc
|ap hay khoéng? Giai thich.

3. Tinh xdc suat tudi doi cla it nhat 1 bé phan vuot qua 3.

Bai tap 7.9. Trung mubn cat moét tAm bia hinh vuéng véi mbi canh c6 do6 dai L. Tuy
nhién, do vung vé, Trung cat nham thanh tim bia hinh chit nhat véi mét cap canh do
dai X va cap canh con lai do dai Y. Gid st X va Y doéc lap va déu tuan theo phan phdi
déu trén doan [L — A, L + A] (véi 0 < A < L). Chiing minh E(XY) = E(X)E(Y) va
tinh dién tich trung binh cta hinh chir nhat.
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8 Xac suat co6 diéu kién, Céng thic Bayes, Xdc
suat tién-hau nghiém

8.1 XA&c suat co diéu kién, cong thiic Bayes

Gia thiét cac bién cb doc lap la ly tudng va thuong khé dat duoc trong thuc té. D€ nghién cuiu
su tuong tdc, phu thudc 13n nhau gilta cac bién c¢d, ta dat cau hoi: Xac suat cla mot bién cbd
thay déi nhu thé ndo, néu mot bién cb khac da xay ra? Khai niém xac suat cé diéu kién ra
doi dé tra 15i cau hdi nay.

Dinh nghia 8.1 (X&c suat c6 diéu kién). Cho mét phép thi ngdu nhién va 2 bién cé A, B.
Khi dé ta ky hiéu P(A|B) la xac suat clia A véi diéu kién B, hay con goi 1a xdc suat cla A,
biét truéc B. P(A|B) do khd ndng A xdy ra khi B da xdy ra.

Céng thiic sau 1a mét trong nhitng céng thiic quan trong nhat trong xac suit, va duoc dat
theo tén ngudi da tim ra né, Thomas Bayes.
Dinh ly 8.2 (Dinh Iy Bayes). Cho m¢t phép thir va 2 bién c6 A, B, sao cho P(B) > 0. Khi do:

P(AB)
P(B)

P(A|B) =

Néu bé di diéu kién P(B) > 0, ta cd thé viét lai:
P(A\B)P(B) = P(B\A)P(A) = P(AB).

Nhan xét 8.3. Néu A va B doc lap va cd xac suat 16n hon 0, céng thic Bayes din dén
P(AIB) = P(A) va P(B|A) = P(B). Diéu nay mang y nghia 2 bién cb doc lap thi viéc B xay
ra khéng anh hudng gi dén A va nguoc lai.

8.2 (Cong thifc xac suat day du

Trong thuc té, khi thuc hién cac thdng ké phtic tap trén cdc cong dong 16n, ngudi ta chia cdng
déng dé thanh nhiéu nhdm nhd cé cung tinh chat nao do, va thuc hién théng ké trén tiing
nhém nhé dé. Viéc lam nay vira lam tang tdc do théng ké (vi cdng viéc dugc chia nho va thuc
hién song song), vita dam bao cdc mau lay duoc cé tinh da dang va bao qudt (mdi nhém déu
cé dai dién).

Dé téng hop két qua théng ké & cdc nhdm nho lai, ta can moét phuong phap dé chuyén doi
nhom cac xac suat trén cac khdng gian mau nhd thanh mot xac suat trén khéng gian mau 16n
- 13 hop clia cac khong gian nhd dé. Dinh ly Bayes va cling hé bién cb6 day du cho phép ta lam
diéu nay.

Dinh ly 8.4 (Dinh ly xdc suat day du). Cho By, Bs, .. ., B, 1a mot hé bién cb day di va A la
mot bién cb bat ki ctia moét phép thir. Khi do:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(B2) + - - - + P(A|B,) P(Bn).
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Khi can tinh xac sudt moét ngudi cé tinh chat A, gid sl cong ddng duoc chia thanh cdc nhém
nhd By, Bo, ..., B,. Gid st thédng qua ldy mau trén cdc nhom B;, ta biét duoc cac xdc suat
P(A|B;). Khi d6, bang viéc uéc luong ti 1& thanh vién cla cac nhém B;, tur d6 suy P(B;) khi
chon mét ngudi ngdu nhién, ta cé thé tinh dugc P(A).

Céng thic Bayes con dugc dung nhiéu trong cdc bai todn tinh xdc suit phuic tap, gdbm nhiéu
phép thir 1an luct, véi két qua cta phép thi sau phu thudc vao phép thir trudc.

M6t vi du ndi tiéng la bai todn Monty Hall. Bai todn duoc phat biéu nhu sau:

Vi du 8.5 (Bai toan Monty Hall). Trong tro choi Let's Make a Deal, ngudi chaoi sé phai chon
mot trong 3 canh clta déng va nhan phan thuédng dang sau canh ctra dé. Cé 2 clra c6 con dé
va 1 clra cé chiéc Ferrari dang sau.

Anh Trung chon mét canh clra, nhung trudc khi anh kip md, ngudi dan chuong trinh Thé Anh
dot nhien md mot canh clra khac va chi cho anh Trung con dé sau d6. Thé Anh khuyén Trung
chon cdnh clra con lai chua dugc chon. Hoi anh Trung cé nén déi clia?

Loi gidi. Thoat nhin cé thé gidi nhu sau:

Khéng mat tinh tdng qudt giad st Trung ban dau chon clra s 1, Thé Anh mé ctia s6 3 chuia
dé va khuyén Trung chon clra s6 2.

Goi X;, D; 1an luot 13 cac bién cb clia thir i cé xe va c6 dé, véi i = 1,2,3. Ta cé:

1 2
P(X{) = =, P(D3) = =.
(X1) = 3. P(Ds) =3
P(D3|X1) =1 (vi clia 1 ¢6 xe thi 2 clra con lai chdc chdn c6 dé).
hi do: P(D3|X1)P(X 1-(1/3 1

P(D3) 2/3 2
Nhu vay viéc déi clia va khdng déi clia 1a nhu nhaul!

Tuy nhién, khi tinh P(D3|X1) va P(D3), ta da bé qua mot di kién quan trong: Thé Anh chi
md& clra s6 3 vi Trung chon ctia s6 1, do d6 thuc ra viec md clra s6 3 va cho Trung xem con
dé khong han 13 ngau nhién. Dé gidi quyét ding, goi O, 13 bién ¢ Thé Anh mé clra i. Khi dé:

1 3} . e A 4R 2
P(Os|X1) = 5 vi Thé Anh cé thé chon 1 trong 2 clra c6 dé dé md,

P(O3|X2) =1 vi chi con méi clra 3 chua dugc chon va cé dé.

Hién nhién P(O3|X3) = 0, khi do:

P(0O3) = P(O3]|X1)P(X71) + P(O3|X2)P(X2) =

Do vay
e(j05) = PO _ (1/2):179) L

. 2. 2 ~ = A ?2 | a N N 2
Nhu vay, viéc doi clra sé dan dén ti |é thanh céng 5!
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Nguoi dau tién gidi chinh xdc bai toan nay 1a Marilyn vos Savant (1990). C6 hang chuc nghin
ngudi da gui thu phan dbi ba khi dé, trong dé cé nhiéu nha todn hoc néi tiéng nhu Paul Erdos.
Chi khi vos Savant chiing minh bang cach liét ké céc trudng haop, 16i gidi clia ba méi dan duoc
chdp nhan. Vi du trén cho thdy cdc két qud todn hoc dbi khi cé thé di nguoc lai truc giac
théng thuong.

8.3 Xac suat tién nghiém, hau nghiém

Cong thiic Bayes Ia mot trong nhiing céng thiic quan trong nhat trong XSTK vi né gidp chiing
ta tinh dugc mifc dé dang tin cia mot gid thuyét khi quan sit dugc mét sbé thong tin. Nhé
lai cbng thic Bayes:
P(B|A)P(A)

P(B)
Trong phan trudc, ta chi xem A va B nhu 2 bién ¢b, vai trd clia ching kha gidng nhau. Khi
dung cdng thic Bayes dé kiém tra gid thuyét, vai trd cla ching duoc tach biét ré rang:

P(A|B) =

x A la mot gia thuyét vé mot thdng ké nao dé, vi du nhu “Hon 80% s6 trai sinh PIMA
hoc gidi toan”.

x B 1a mot két qua quan sat thuc té vé thdng ké dé, vi du nhu “Trong 5 trai sinh dugc
chon ngau nhién, c6 3 ban gioi todn” .

Khi do, ta cé cac khai niém sau:
Dinh nghia 8.6 (Xac suat tién nghiém, hau nghiém). Trong cong thiic Bayes:

P(B|AP(A)

P(AI B) = 5

Khi A la gid thuyét va B 1a két qua quan sat duoc, ta cé:

* P(A) la Xac sult tién nghiém (Prior probability) cia A, mang y nghia la niém tin ban
dau clia ngudi quan sat vé kha ndng A ding.

x P(A | B) la Xac suit hau nghiém (Posterior probability) clia A, mang y nghia I3 niém
tin sau khi quan sat vé kha niang A dung.

Nhu vay, trong bai toan kiém tra gid thuyét, ta bat dau v6i mot niém tin co ban vé kha nang
gid thuyét A 1a ding, va sau khi c6 dugc théng tin tir cdc quan sat (cé thé 1a két qua cla
cac phép thir), ta cap nhat niém tin cia minh vé A. Néu ban dau ta cho rang kha ning A xay
ra 13 cao nhung cdc vi du quan sat duoc déu khéng tung ho A, niém tin vé A cla ta sé gidm,
diéu nay tuong ting véi viéc xac suat hau nghiém bé hon xdc suat tién nghiém néu quan sit B
chdng lai A,

Vi du 8.7. Goi A |a gid thuyét “Hon 80% sb trai sinh PIMA hoc gidi toan”, tic |a it nhat 23
ban gi6i todn trén 28 ban. Trung ban dau tin rang kha ndng A xay ra 1a 90%. Sau khi Trung
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héi 5 ban trai sinh ngiu nhién va danh gia c6 3 ban gidi todn, goi bién ¢ nay la B, tic la “Co
khong qua 3 ban gidi toan trong 5 ban dugc chon”, ta cé:
3 . .
Y ChC2
PBIA) <=0

5
Cs

~ 0.207.

Néu két qua khao sat cac nam trudc cho thdy P(B) ~ 0.4, ta cé:

P(B|A)P(A) _ 0.207-0.9

P(AlB) = P(B) — 04

~ 0.466

Nhu vay sau khi quan sat, niém tin cta Trung da gidm khodng mét nira va thap hon 50%.

Tuy nhién trong vi du trén, ta da phai st dung viéc khdo sat cac nam trudc dé du doan P(B)
cho trai ndm nay. Thuc chit ta c6 thé tinh P(B) bdng Dinh ly xdc suat day di nhu sau:

28
P(B) = ;)P(B|X =P(X =1).

trong d6 X 1a bién ngdu nhién chi sb trai sinh gioi toan, va A lic nay 1a bién cb {X > 23}.

DEé tinh chinh xac P(B), P(A) la chua dU, ta can P(X = k), Vk=1,...,28, tic la can ca
phan phdi xac sudt cla X. Nhu cau nay dan dén khai niém phan phéi tién nghiém va phan
phdi hau nghiém sau day.

8.4 Phan phdi tién nghiém, hau nghiém

Bai toan dat ra trong phan nay chi tiét hon bai todn kiém tra gia thuyét & phan trudc, va gidp
giai quyét duoc nhiéu van dé hon.

Cho bién ngau nhién X va bién ngiu nhién Y phu thudc vao X. Ban dau ta cé mét udc luong
so bd vé phan phdi clia X va tling phan phdi clia Y tuong ting véi tiing gid tri cia X. Sau mot
phép thtr, ta thu duoc gid tri Y = yp. Khi dé ta cé thé tinh todn phan phdi clia X trong phép
thir vira réi bang cong thiic Bayes.

Dinh nghia 8.8 (Phan phdi tién nghiém, hau nghiém). V&i 2 bién ngdu nhién X, Y nhu trén,
néu ching 13 roi rac, ta cé cong thc:

PlY=y| X =x)P(X=x)
P(Y =y) '

PX=x|Y=y)= VX, y

Néu chdng 13 lién tuc, ta co:

B PY|X(Y\X)PX(X)
Pxy (x| y) = v ()

. VXY,
trong dé cac ham px|y. Py|x. Py, Px lan lugt la ham mat d6 xac suat bién clia X (biét V), Y
biét X, ham mat do xac suat cla Y va X. Khi dé:

x Phan phbi Ging v6i px |a Phan phdi tién nghiém (Prior distribution) clia X, biéu thi
niém tin ban dau vé phan phbi clia X khi chua cé quan sat gi.
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» Phan phdi ting véi px|y 1a Phan phdi hau nghiém (Posterior distribution) ctia Y, biéu
thi niém tin vé phan phdi ctia X sau khi quan sat duoc Y.

Nhu da nhan xét, cé thé tinh py bang téng (roi rac) hoic tich phan (lién tuc) cla céc tich
Py|xPx- Ta co:

Tinh chat 8.9. V&i 2 bién ngdu nhién X,Y nhu trén, néu chiing 13 roi rac:

B . PY=y[X=x)P(X = x)
P XY =) =y Ry =y X =P =)

Néu chdng 1a lién tuc:

Py x (Y1) px (x)
[ Pvix (1x) px (x) dx

Pxy (x| y) = VX, y

Vi du 8.10. Quay trd lai vi du vé sb trai sinh PIMA gidi toan. Gid sl ta cé théng tin vé phan
phdi tién nghiém nhu sau: Anh Trung tin rang xac suat dé mot ban trai sinh bat ki giéi toan la
A, V6i A > 0.8, trong khi phan phdi tién nghiém cta X 1a U(0, 1). Goi s6 ban gioi toan trong
trai la x, khi do

Cop(x NP G (1 =)
p(A ] x) = —3 — -
Jo PXIXN)P(A) [y CagAX(1— X)28—xdX
>\X(1 _ >\)28—x

e 1 -
S = A)2Bxdx
Ham s6 6 mau sb thuc chat |a ham Betal cla x va 28 — x, ta cé:

1
29C%,

1
|w == ran =
0

Do dé:
p(X | X) = 20C5N (1 — A2
Gia st théng ké cho thay chi c6 18 ban gidi todn, khi dé:
p(M\ | x =18) = 20C3EA18(1 — \)10

Xac suat dé X > 0.8 la:

1
P(A>08|x=18) = 29C21§/ A8(1 -1~ 0.06
0.8

Nhu vay chi c6 khoang 6% kha niang niém tin cla anh Trung la ding.
Bai tap

Bai tap 8.1. C6 3 hop kin, moét hop cb 2 qua béng den, mot hop cé 2 qua trang, hop
con lai ¢6 1 qud mdi mau. Rat ngdu nhién moét qua trong moét hop ra va dugc mau
trang. Tinh xdc suat qua con lai trong hdp dé [a mau trang.

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Betafunction
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Bai tap 8.2. Mot trung tam chan dodn bénh ding mét phép kiém dinh T dé kiém tra
mot bénh D no. Biét trong mdt quan thé 300 triéu ngudi, cé 1000 ngudi mac bénh
D. Phép kiém dinh T cé thé xac dinh chinh xac 99% ngudi mac bénh va 99.9% ngudi
khéng mac bénh. M6t ngudi dén trung tam thuc hién phép kiém dinh T, két qua tra vé
duong tinh. X&c suit dé ngudi dé that su mac bénh |3 bao nhiéu?

Bai tap 8.3. Hop | c6 10 linh kién, trong d6 c6 3 cai bi hong. Hop Il cé 15 linh kién,
trong do cé 4 cai bi hong. Ly ngdu nhién tir méi hop ra 1 linh kién.

1. Tinh xdc suat ca 2 linh kién 13y ra déu hdng

2. Sb linh kién con lai trong 2 hdp dem bo vao hép IIl. Tu hop 11l 14y ra ngdu nhién 1
linh kién. Tinh xac suat linh kién nay bi hong.

3. Biét linh kién tu hop Il bi hong. Tinh xdc suat dé 2 linh kién 14y ra ban dau tir hop
I va Il bi héng.



9 Uédc luong phan phéi xdac suat tir thuc nghiém

Mét trong nhiing bai todn quan trong nhat trong nganh XSTK duoc phat bi€u dai khai nhu
sau: Cho ndi liéu xq1, xo, ..., X, dudc sinh ra tr mdt phan phdi xac suat nao dé. Lam thé nao
dé tim duoc phan phbi xac suat dé tir nhitng gia tri sinh ra nay?

Trén thuc té, viéc khoi phuc lai chinh xac ham mat dé cta phan phdi chua biét |a diéu khéng
thé. Tuy nhién,cling véi mot sb gid thiét vé dang clia ham mat do, ta cé thé khéi phuc lai mot
s6 théng tin ctia phan phdi nay nhu ky vong, do 1éch chuan mét cach tuong déi chinh xac.

D& ban doc hinh dung ré hon, ta c¢é thé bat dau véi vi du sau:

Vi du 9.1. Ciu thi M tap sat penalty va da sat 100 qud, trong dé vao 25 qud. Uéc luong xac
suat st vao mdt qua bat ky clia cau thia M.

O vi du trén, mot udc lugng tu nhién 13 14y t8ng sb qua sut vao chia cho t6ng sb qua di sut:
25/100 = 0.25. Nhu vay 6 mot qua bat ki thi cau thu M cé xac suat sut vao khoang 0.25.
Thuc ra day 1a mét uéc luong kha chinh xac! D& tim hiéu co sé todn hoc dang sau cac udc
lugng nay, nguoi ta st dung 2 phuong phap chinh:

1. Khi khéng cé théng tin gi ngoai cic mau thuc nghiém: Udc luong hop ly cuc dai
(Maximum Likelihood Estimation).

2. Khi c6 théng tin tién nghiém vé phan phdi xac sudt: Udc lugng cuc dai hiu nghiém
(Maximum a Posteriori Estimation).

9.1 Bai toan tim phan phéi xac suat

Trudc hét ta bat dau véi khai niem tham sé clia mot ho cdc phan phdi xac suat cling ciu tric.
Mot sb vi du cho cdc ho phan phdi cung ciu tric la phan phdi Bernoulli, phan phdi nhi phan,
phan phdi chuan. C6 thé thiy néu chi biét modt phan phdi D nao dé thudc 1 ho, ta chua thé
xac dinh toan bd D, ma phai biét thém mot sb hang sb ting véi D nita. Cac hang sé dic trung
cho D chinh 13 cac tham sé cia D. O trong mdt ho phan phdi, méi bd tham sb sé cho ra
moét phan phdi cu thé tuong ting.

Vi du 9.2. M6t s6 ho phan phdi cling ciu tric va cic tham sb:

1. Ho céc phan phdi Bernoulli B(1, ). Can biét thém xac sut thanh cong X\ dé hoan toan
xac dinh mot phan phdi Bernoulli, do dé A 1a tham s6 duy nhat cla ho phan phdi nay.

2. Ho céc phan phbi nhj thiic B(n, p). Can biét thém n va p dé hoan toan xac dinh B(n, p),
do dé ho nay cé 2 tham sb 1a n va p.

3. Ho cdc phan phdi chudn N(u, 02). Can biét thém w va o dé hoan toan xac dinh N(u, 02),
do dé ho nay c6 2 tham s6 1a u va o.

Nhu vira dé cap, bai toan tim phan phéi xac suat dugc phat biéu nhu sau:
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Dinh nghia 9.3 (Bai todn tim phan phdi xdc suat). Cho mdt phan phdi xac suit chua biét D,
mot bién ngdu nhién X ~ D va x1, xo, ..., Xp la n gid tri thu thap duoc tur X. Hay khdi phuc
D tu n gia tri nay.

Trong thuc té, ta van c6 qua it théng tin dé xac dinh D vi ciu tric cla né khéng duoc cb
dinh. Diéu t6t nhat ta c6 thé lam 1a cb dinh ciu tric cla D va udc luong cac tham sbé trong
clu truc d6 dé khd ndng D vdi cdc tham sb nay sinh ra duoc xi, xo, ..., X 13 cao nhat. Kha
nang nay dudc goi la dd hgp ly (Likelihood) ctia D, va phuong phdp tim cac tham sb sao
cho dd hgp ly clia D cao nhat dugc goi la phuong phdp uéc luong hop ly cuc dai (maximum
likelihood estimation - MLE).

9.2 Ubdc luong hop ly cuc dai

Dinh nghia 9.4 (Maximum Likelihood Estimation). Cho mét ho phan phdi D(0) véi tham s6
6, mot bién ngau nhién X ~ D(0) va n gid tri x1, xo, . . ., X, thu dugc tur X. Khi d6 Udc lugng
hop ly cuc dai cua 0 13 gia tri clia 6y sao cho xac suat

P(X1=x1)(Xo=x2) - (Xp=xp)|6=00).

la 16n nhéat, trong d6 X; ~ D(6p) la gia tri cia X trong lan thir tha /.

Biéu thiic & trén |13 xac suat dé két quad n 1an thi ra dugdc x1, Xo, . . ., Xp, va dudc goi la dé hop
ly cia D(6p).

DéE rut gon ky hiéu, ta thuong viét do hop ly theo dang

P(x1,x2,...,xn | 0).

No6i cach khac, udc luong hop ly cuc dai cho 6 la gia tri sau:
6% = argmax P(x1, x2, ..., xn | 6). (1)
0

V6i di lieu x1, xo, . .., xp cho trude, ¢ thé thay biéu thic P(x1, xo, ..., x, | 6) 1a mot ham sb
theo bién 0, do dé viéc tim MLE chinh Ia tim cuc dai ctia ham s6. MLE c6 céng dung tinh cho
ta gid tri hodc bo gid tri kha thi nhat cla tham s dua vao nhing di liéu da cé do.

O dang xac suit két hop, ta thudng chua thé tim cuc dai cla P(x1, x2, ..., Xp | 6) mot céch
dé dang. Mot y tudng don gidn véi gia thiét viéc thu thap dir liu 1a doc 1ap gidp bién doi
P(x1, %0, ..., xp | 6) vé dang dé xu ly hon nhiéu.

9.2.1 Gia thiét doc lap
Ta c6 thé gia thiét viéc thu thap cic gia tri xq, xo, . . ., X, 1a doc 1ap - mot gid thiét kha hop ly
trong thuc té.

Vi du 9.5. Gia st ta can dung MLE dé udc lugng tham sb A clia phan phéi Bernoulli B(1, A)
biét x1, X0, ..., xp € {0, 1} 1a n gia tri 18y mau tir phan phdi nay. Khi dé méi lan 1ay mau tuong
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duong véi viéc tung 1 déng xu c6 xac sudt mat nglra A, viéc tung dong xu 2 lan khac nhau
hién nhién 1a déc 1ap véi nhau, do dé gia thiét doc 1ap hop ly trong trudng hop nay.

VGi gia thiét doc 1ap trén, cac bién cb (X; = x;) 1a doc 1ap, do do6 ta c6 thé sir dung cong thiic
nhan nhu sau:

n

P(x1, ... Xn | 6) =P(x1|0) -P(x2 | 0)-...-P(xs | 6) = [P (xi | 6). (2)

=1

V6i gid st nay, bai toan (1) cé thé duoc giai quyét bang phuong trinh sau:

n
6* = argmax H P(xi|6). (3)
o =1

Viéc tim cong thiic cho P(x; | ) thuong kha don gian vi d6 chinh 1a ham mat dé xac suat cla

D(H), tir d6 c6 thé tim dugc cong thic cho P(xy, xo, . . ., Xp | 0) va tim dugc 6*.

Vi du 9.6. Ciu thir M sut penalty vao m lan trén téng sb n 1an, véi 0 < m < n. Uéc luong
xac suat cau thi M sut penalty vao méi lan.

Loi gidi. D3t mot bién ngau nhién X sao cho X = 1 khi cau thii M st vao va X = 0 néu
ngugc lai. Khi d6 X ~ B(1,\) v6i X 1a xac sudt thanh cdng méi lan sut, ciing 1a sb can udc
luong. Khi doé:
PO|A)=1—X P(1]))=A

Véi m lan sit vao n— m 1an hong, ta cé

n

P(x1, %, ..., Xp | A) =T PG I A) =A"(1=X)"".
i=1
) . N ) ) m . . . ., R 4

Co6 thé chiing minh dugc rang, gid tri A\* = " chinh la gia tri tai cuc dai cua ham so

AT(1—X)""™ Do dé MLE cua X la % - kha hop vdi viéc udc luong theo truc giac. O

9.2.2 Log-likelihood
Thoéng thuong, viéc toi uu hod tich sé phtic tap hon nhiéu so véi téng. Ngoai ra, do xac suat

nhé hon 1, khi n di 16n thi vé phai (3) sé tré nén rat nhd, va c6 nguy co bi may tinh lam tron
thanh 0, hodc lam sai s6 tuong dbi cao. Hon niia, viéc giit nguyén dang

ﬁP(X/‘ 10),

khién viéc tinh dao ham theo 8 dé tim cuc dai rat khé. Viéc st dung ham log clia ham dé hop
ly gitip khdc phuc 2 vin dé trén. Ta dua bai todn (3) thanh bai todn Maximum Log-likelihood:

n n
0" = argmax [ [P(x | 6) = argmax } log(P(x; | 6)). (4)
6 i=1 6 i=1
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Vi du 9.7. Quay trd lai vi du 9.6, gid st ta thiy cau thi M sit vao 600 qud trén téng sd 1200
qua. D€ uéc luong xac suat sit vao A, ta can tim cuc dai cia ham s6

FOA) = X%0(1—X)°%,
Tuy nhién, may tinh sé khéng thé tim cuc dai cla ham sb trén vi ly do

1 , .
VA € [0, 1] : A°90(1 — X)0%0 < 2600 ~ 0.0 trén da s6 mdy tinh hién nay.

Nhung néu ta di tim cuc dai cia ham log(f (X)), tinh hinh sé thay déi:
I(X) = log(f (X)) = 600(log(X) 4+ log(1 —X)).
Da s6 mdy tinh hién nay c6 thé tim cuc tri cla ham /(\) bdng phuong phdp Newton (tuong

1 600

tu gradient descent). Dap an chinh la \* = 5 = T300°

9.3 Udc luong cuc dai hdu nghiém

Trong thuc té, khi c6 qua it diém dii liéu va viéc thu thap khéng ly tudng, MLE c6 thé gdp
tinh trang overfit, tic 13 két qud udc luong khéng chinh xac vi bi anh hudng nang béi bo di
liu khong di tét. Ta xem xét vi du sau:

Vi du 9.8. Khi d6 xic x3c 7 1an lién tiép, xdc sudt khong d6 dugcc mat sé 1 1a (5/6)7 ~ 0.27.
Nhu vay hoan toan cé thé mat sb 1 sé khéng xdy ra 1an nao. Trén ly thuyét, xac suit dé ducc
sb 113 1/6, tuy nhién MLE sé cho rang xac suat xuat hién sb 1 trong mot lan dé 13 0.

C6 thé néi MLE da bi anh huéng véi hién tuong 7 1an lién tiép khong hién s6 1 va cho ra mot
udc luong sai, day goi |a overfitting. Mot phan ly do 13 vi s6 luong l1an dé chi 1a 7, khéng du
dé uéc luong xdc suat ra cac mat.

Khi 6 qua it di liéu, viéc chi uéc luong dua vao dir liéu sé dé dan dén overfit. Ta can gid thiét
mot vai thdng tin cé san vé tham sb 6, va sé uéc luong dua va ca di liéu 1an gid thiét cé san
nay dé lam gidm su phu thudc vao di lieu. Udc luong cuc dai hau nghiém (Maximum a
Posteriori - MAP) gitip ta lam diéu do.

Dinh nghia 9.9 (Maximum a Posteriori Estimation). Cho mét ho phan phéi D(8) véi tham sb
6, trong dé 8 13 mot bién ngau nhién cé phan phdi tién nghiém 6 ~ P.

Cho mot bién ngdu nhién X ~ D(6) va n gia tri x1, xo, . . ., X, thu duoc tu X. Khi d6 Uéc
luong cuc dai hau nghiém cta 6 13 gid tri clia 6y sao cho xac suat

PO=00|(X1i=x1)(Xo=x2) - (Xp=xn)),
la 16n nhat, trong dé X; ~ D(6p) la gid tri cua X trong lan tha thd /.
Biéu thiic & trén la xac suat dé két qua n 1an thi ra duoc xq, xo, . . ., Xn, va duoc goi la dé hop

ly hau nghiém cta D(6y).

Tuong tu MLE, dé rat gon ky hiéu, ta thudng viét do hop ly hau nghiém theo dang
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N6i cach khac, uéc lugng cuc dai hau nghiém cho 6 la gia tri sau:

6% = argmax P(0 | x1,x, ..., Xn). (5)
o~P

Tu do st dung cong thiic Bayes, ta co:

6% = argmax P(6 | x1, x, . . ., Xp)
o~P
o 0)P(0
_ argmax (x1,%, . ... Xn | O)P(6) (6)
0P P(x1,x2, ..., Xp)

= argmax P(xy, %o, . . ., xn | 0)P(0).
o~P
trong d6 P(68) dugc tinh dua vao phan phdi tién nghiém P, con phan phdi dit liéu P(x1, xo, . . ., Xp)
tuy khong biét trudc, cé thé duoc boé di vi nd 1a nhu nhau dbi véi moi gia tri cta 6.

Cé thé thay, ham can tim cuc dai trong MAP chinh la tich ctia ham dé hop ly va ham mat
dd xac suat tién nghiém tai 0. Su ¢ mat cia ham mat do tién nghiém P(6) mang y nghia
do hop ly sdn cé cla 0: khi P(6p) qud nhd, tic |1a kha nang 8 = 6y ban dau qua nho, thi kha
nang 6 = 6y sau khi thu thap dir liéu cling nhd theo, gitp tranh viéc chon phai mét gia tri 6g
“khéng hop ly" nhu MLE.

Vi du 9.10. Trong vi du 9.8, néu ta giad thiét phan phdi tién nghiém cta X, xac suat dé dugc
1, 1a phan phdi déu trong khoang [1/12,3/12], nghia la xdc sudt A = 0 la 0, MAP sé udc
luong 6 dua vao

6* = argmax P(xy, xo,..., x7 | 0)P(6)

- 1 3
12712

= argmax P(x1|0)P(x2[0)---P(x7]0)-6

1 3 (7)
21
= argmax (1—9)7—i
) 1 37 12
“l12'12]

Nhu vay MAP sé uéc luong rang con xuc xac bi léch, va xac sudt cho mat sb 1 chi la 1/12,
mot két qua cé vé hop Iy hon MLE rat nhiéu.

9.3.1 Gia thiét doc lap va ham log

Tuong tu nhu MLE, ta cé thé gid thiét mot cach hop ly 1a viéc thu thap cdc diém dii liu khac
nhau la doc 1ap, va cé thé st dung ham log dé tranh viéc tich ctia qua nhiéu phan ti bé hon 1
hoi tu vé 0 qua nhanh. Két hop lai, ta cé

6* = argmax P(xy, x2, . . ., x7 | 0)P(0)
6

— argmax P(x1 | 8)P(x2 | 6)--P(xy | 8) - P(6) (8)

= argr?ax ilog (P(x;10)) +log (P(9))



Uéc luong phan phdi xac suat tu thuc nghiém |

Vi du 9.11. Cho x1,x2, ..., X, la n gid tri thu dugc tir N(w, 1) véi phan phdi tién nghiém
w~ N(0,1). Tim udc lugng MAP cla w tng véi n diém dir lieu nay.

Loi giai. Goi udc luong MAP 1a u*, ta cé:

p* = argmax Zn: P(xi | n)) +log (P(M))]

0
()

b
_ [ " ) o
argmln Z

= argmax
6

2

Biéu thtic cudi cling la mot ham bac hai theo p, ta c6 thé dé dang tim duoc

L xtxet et
Ho= n+1

[]

Nhin xét 9.12. Néu bé qua phan phoi tién nghiém N(0O, 1) cla w, chi sit dung MLE thi sé

duoc két qua
P e A

n

9.3.2 Chon phan phéi tién nghiém cho 6

Cé thé thiy, viéc chon phan phbi tién nghiém cho 6 la rat quan trong d€ MAP cho két qua
chinh xac. Trong cdc bai tap ly thuyét vé MAP, phan phbi tién nghiém thudng duoc cho truéc,
tuy nhién trong thuc té khéng cé6 mét phuong phap chit ché nao dé tim phan phdi nay. Trong
thuc nghiém, mot phan phéi tién nghiém phd bién 13 phan phéi beta, c6 ham mat do nhu sau:
I'(a+b)
9) = —ea—l 1-6 b_l,
trong dé a va b la cac tham s6. Déi véi thuat toan MAP, a va b déng vai trd |a cic siéu tham
s6 (cac tham sb khéng thé téi uu héa dugc, phai duoc cb dinh tir trudc). Khi chua ¢ kién
thiic gi vé phan phdi tién nghiém, ngudi ta thuong chon a = b = 1.

9.4 M0 hinh phan loai Naive Bayes

Naive Bayes |a mot md hinh Machine Learning dung dé phan loai dif liéu bang cach sir dung
Maximum a Posteriori Estimation. Naive Bayes c6 uu diém 13 ly thuyét don gian, truc quan
va dua ra du doan kha chinh xac trong thuc té. Nhiing y tudng clia Naive Bayes ciing |a nén
tang cho cac mé hinh ML phtc tap hon sau nay.

Truéc tién ta phat biéu bai todn phan loai nhu sau:
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(10, 10)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Hinh 1: D6 thi ham mat dé xac suat cua Beta distribution khi a = 3 va nhan cdc gia tri khac nhau.
Khi c3 hai gia tri ndy 16n, xac suat dé A gan 0.5 sé cao hon.

Dinh nghia 9.13 (Bai toan phan loai). Cho mét ham muc tiéu chua biét ¢ : RY — C, trong
dé IRY 13 khong gian dau vaova C = {c1, o, . . ., Cm} 12 mloai (class), va n diém dii liéu huin
luyén (training data)

D = {(x1, c(x1)) {(x2, c(x2)) ... {{xn, c(xn))}.
trong dé méi x; € RY, c(x;) € C.

Né&i cach khac, ta biét duoc gid tri cta ¢ tai n diém di lieu. V6i mot diém dit liéu x chua cé
phan loai, hdy uéc lugng mot gid tri phan loai ¢(x) € C phu hgp nhat.

Y tudng co ban clia Naive Bayes chinh |3 tim mét class ¢ € C sao cho kha ning x thudc
class c 1a 16n nhat, biét phan loai clia cac diém xi,Xo, ..., X,. R& rang MAP chinh 13 giai
phdp phu hop dé hién thuc hda y tudng nay. Thuat toan Naive Bayes sé st dung MAP dé
lam diéu do.

Cho bai todn phan loai véi céc class C = {c1, ¢o, ..., Cm}, Cac tap di liéu huln luyén
D= {<X1,C1>,{<X2,C2> ..... {<Xn,Cn>}.
Khi d6 mot diém dir lieu méi x = (x1, x2, . . ., Xq) sé dugc phan loai theo cong thic
c*(x) = argmax P (c(x) = c | x1,x0, .. ., Xd)
ceC
= argmax [P (x1, %, ..., xq | c)P(c)].
ceC
Dén day dé bién déi tiép, ta sir dung gid sir doc lap cla cac thudc tinh x1, x, . . ., x4 (naive

Bayes assumption). Luu y, cdc thudc tinh nay thuong it khi doc 1ap trong thuc té, do dé mét



Uéc luong phan phdi xac suat tu thuc nghiém |

sb phuong phap gidm tinh phu thudc giita cac thudc tinh nhu Principal Component Analysis
nén duoc dung trudc dé bién déi dii lieu dau vao.

Gid sl truong hop ly tudng, di liéu da duoc xir ly dé cac thudc tinh tuong dbéi doc lap, ta co:

c*(x) = argmax ﬁP (x;i | ¢)-P(c)

ceC

= argmax Zlog (xi ] ¢)) +log(P(c))]| .

ceC
DE tiép tuc viéc phan loai, can thiét phai udc lugng dugc cic xéc sudt P(x; | ¢) va P(c). Thuc
chat viéc lam nay chinh 13 thiét |ap cic phan phdi tién nghiém cho cac thuéc tinh x; va ting
vién ¢. Day la lic ta st dung thong tin tir tap di liéu hudn luyén D = {{(x;, c(x;))}"_;.

Mot phuong phép udc lugng truc quan |a thdng ké tir chinh tap D. Cu thé, dé udc lugng P(c¢),
ta c6 thé dung ti 1& cdc diém x, thudc class ¢ trong D.

{1 < k<n:c(xk)=c}
p :

P(c) =

DE udc luong P(x; | ¢), c6 thé dung ti 1é cac diém x, c6 thudc tinh i gan bdng x; trong cac
diém thudc class c:

(x| ¢) ~ {1 <k <n:(c(xk)=c)A (i) = x)}
: Hl1<k<n:c(xk)=c} '

Trén day chi la mét trong nhiing y tudng don gian nhat dé udc lugng P(x; | ¢) va P(c). Ching
c6 nhiéu nhugc diém can khic phuc dé tré nén hitu dung trong thuc té&, sé duoc lam ré trong
project vé Naive Bayes.

Bay gid gia st ta da c6 dugc mdt phuong phap tét dé uéc luong cac phan phbdi tién nghiém
cho x; va ¢, va cac thudc tinh x; tuong doéi doc Iap, ta cé thé xay dung quy trinh huin luyén
va phan loai ctia Naive Bayes.

Thuat toan Naive Bayes
Huén luyén: V6i méi ¢, j=1,2,...,m:
1. Udc luong P(¢) tu D.

2. V6i mdi gid tri thudc tinh x;, i =1,2, ..., d:
a) Uéc luong P (x; | ¢;) tur D.

Phan loai: Tim class ¢* thoa man

c* = argmax Zlog (xi | ¢)) +log(P(c)) |,
ceC i=1

va gan class ¢* cho diém dit liéu x = (x1, %2, ..., Xq).

46



Tai liéu |
Phu luc

Bang 1 c6 cac gia tri ctia ham phan phbi xac suat ® clia phan phbi chuan tic. Dé biét gia tri
®(x) véi x € [0,3.909], lam theo cac budc:

1. Tim hang tuong tng véi chit s6 hang don vi va chir s6 dau tién sau diu thap phan cla x.
2. Tim cot tuong Gng véi chii s6 thi 2 sau du thap phan cua x.
3. O tuong (ing véi hang va cot vira tim duoc chinh 13 gid tri ®(x).
Vi du 9.14. Tim gié tri ®(1.54).
Dau tién, tim hang (ing véi s6 1.5, sau dé tim cot (ing véi s6 0.04. Gid tri trong 6 13 0.9382,
vay ®(1.54) = 0.9382.
DE tinh ®(x) véi x < 0, nhé lai cong thic
P(x) +P(—x) = 1.
Nhu vay chi can dung bang dé tra ®(x), sau dé tinh ®(—x) = 1 — ®(x).
Vi du 9.15. Tim gié tri ®(—2.45).

Dau tién, tinh ®(2.45) bang cach tim hang 2.4, cot 0.05 dé dugc gid tri 0.9929. Do vay
®(—2.45) =1 —0.9929 = 0.0071. .

Tai liéu
[1] Jay L. Devore. Probability and Statistics for Engineering and the Sciences. Cengage

Learning. 1982.

[2] Nguyén Van Thin. Bai giang mén Xdc suat Thong ké. Trudng Dai hoc Khoa hoc Tu nhién,
DHQG-HCM. 2017.
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Bang 1: Bang gia tri ham phan phdi xac suat ctia phan phdi chuan tic
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