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Loi cam on

Thoi gian dugc hoc tap & Trai he PiIMA 2018 (Project in Mathematics and Applications) Ia
quang thoi gian vd clung y nghia. K&t qud ngay hém nay ching téi dat duoc mot phan 13 nho
cé su quan tam hé tro clia nhiéu cd nhan va cac doan thé. Trudc hét ching téi xin gui 16i cam
on dén cac anh chi Mentor, dic biét 1a anh Can Tran Thanh Trung va Ban T6 Chic PiIMA da
giang day cho ching téi vé nhiing kién thic Todn thu vi, chia sé cho ching téi nhiing co hoi
dé tiép can véi Todan (ing dung, va gitp chdng téi hoan thanh dugc dé tai mot cdch tdét nhat.
Bén canh dé, ching téi ciing mudn bay to long biét on dén Truong Dai hoc Khoa hoc Tu nhién
Thanh phé H6 Chi Minh da tao diéu kién tét nhat vé vat chat va tinh than dé ching téi c6 thé
tap trung tbi da vao lam du dn nhém. Va cudi cling, ching t6i mubén cam on cac ban trai sinh
da cuing nhau hoc tap va vui chai véi ching téi trong sudt thai gian qua. Do thoi gian lam du
an con ngan nén thiéu sét 1a diéu khong thé tranh khoi. Nhém chiing t6i mong sé nhan dudc
déng gop tu phia doc gid dé du an cé thé hoan thién tbt hon.

Tém tat ndi dung

Nhing di liéu trong thuc té thudng cé sd chiéu va sb luong rat 16n, gay khé khan cho viéc luu
trir va xir ly. D€ gidi quyét van dé nay, ngudi ta xay dung cic phuong phap lam gidm chiéu dir
lieu nhung van gitt dugc nhiing théng tin chinh. Phuong phdp Principal Component Analysis
(PCA), phan tich thanh phan chinh, 13 mét trong nhiing phuong phap phd bién nhit. Trong
bai viét nay, ching téi sé trinh bay va chiing minh lai co sd todn hoc cla phuong phap PCA.
Do viéc tim ra cac thanh phan chinh cla bé dii liéu trong PCA tuong duong véi viéc tim tri
riéng va vector riéng clia nhilng ma tran cé kich thudc I6n, bai viét sé gidi thiéu thém phuong
phap Power dé xap xi tri riéng va vector riéng. Sau dé, chiing téi 4p dung PCA dé biéu dién di
liéu nhiéu chiéu va tim nhing nét chinh cta bd hinh anh khuén mat ngudgi.
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1 Gidi thiéu bai toan Giam chiéu dir liéu (Dimensionality
Reduction)

1.1 Bai toan giam chiéu dir liéu

Thoéng tin trong khoa hoc di liéu néi chung va Machine Learning ndi riéng thudng dugc mo
td bang nhiing vector c6 sb chiéu va sb phan tir rat 16n, gay khé khan trong viéc luu trit va
x| dir lieu. Néu khéng gian di lieu gbc c6 m tinh trang thi cac vector dii liéu sé |a nhiing
diém X € R™. Gidm chiéu dir lieu (Dimensionality Reduction) thuc chat 13 tim mdt ham sb
f: R™ — R¥ phu hop, véi k < m, dé chuyén sang lam viéc véi cac diém dir lieu méi Z = £(X)
cé sb6 chiéu nhé hon. Nhitng ham f phd bién nhat ducc chon thudng |a phép chiéu lén mot
khéng gian con théa man nhing tinh chat nhat dinh.

1.2 Cac huéng tiép can bai toan Giam chiéu dir liéu

Hai hudng tiép can chi yéu trong bai toan Gidm chiéu di liéu la Feature Selection (lua chon
nhiing tinh trang lién quan) va Feature Extraction (xay dung nhiing tinh trang méi chira nhiéu
théng tin hon). Trong Feature Extraction, mot s6 phuong phap thudng gap bao gdom phuong

phap Linear Discriminant Analysis (LDA), Canonical Correlation Analysis (CCA), hay Autoen-
coder.

Phép Phan tich thanh phan chinh (PCA) c6 thé dung trong ca Selection 14n Extraction. Phuong
phap PCA sé biéu dién cac vector dii liéu trong hé co sé truc chudn méi (tuong tng véi co s6
riéng), sao cho tam quan trong clia mdi chiéu di liéu 1a khac nhau. Khi dé, ching ta cé thé
chon va giit lai k chiéu quan trong nhat, tuong Ung véi viéc chon f 1a phép chiéu lén k chiéu
tuong ting. Co sd toan cla PCA sé duoc trinh bay cu thé 6 cdc phan sau. PCA cé rat nhiéu
tng dung nhu nén anh (Image Compression) va nhan dang khuén mat (Facial Recognition).

2 Co s6 Toan hoc

2.1 M@ét s6 kién thiic quan trong

Dinh nghia 2.1. (Biéu dién trong co sd). Cho khéng gian vector U va mét co sé hiu han
S={ag:i=12,..., n} cta U. Vi mdi vector i € U, ky hiéu [d] la biéu dién cta 7 qua co
s6 S:

[u}sz X % ... X,
néu i 1a mot vector trong R” théa man:

0= X1L71 +X2J2 + - +Xan. (1)

Dinh nghia 2.2. Co s6 S duoc goi la truc giao néu ;- 7, =0, Vi #j € {1,2,...,n}.
Dinh nghia 2.3. Co s6 S dugc goi la chudnnéu @,- 7, =1,Vi e {1,2,...,n}.

Dinh nghia 2.4. Co sé S duoc goi 1a truc chudn néu né chuan va truc giao.



Nhan xét 2.5. Biéu dién vector ii € U trong co sd truc chudn S:
i = projg, (&) + projg, (&) + - - - + projg, (1)
=(0-t)i + (- B)lo+ -+ (T Uy) 0.
Chting minh. Theo dinh nghia trén, ta co:
0= xth + Xl + -+ Xpt,. (1)

Nhan @ vao 2 vé cla phuong trinh (1) ta dugc: - 7 = x; v6i Vi € {1,2,...,n}.

Do do LTZ(L7L71)L71+(L7L72)L72++(UU,7)

Mat khac, ta cé coéng thic hinh chiéu nhu sau:

T T e s
prOJ,jl.(u):Wu,-:(u-u,-)u,-vmV/E{1,2,...,n}.
]

Do d6 i = projg, (&) + projg, (&) + - - - 4 projg (7). O

Nhan xét 2.6. Tir cdc dinh nghia trén, ta thdy néu biéu dién vector i € U trong co sd truc
chudn S thi ta c6 thé binh phuong biéu thic (1) va rit gon d€ trd thanh:

| = X2+ x3 + -+ + X2

Do dé, ngudi ta thudng biéu dién tai vector dit liéu trong co sé mdi dé thudn tién trong viéc
tinh todn va biéu dién.

Dinh nghia 2.7. (Tri riéng va vector riéng ctia ma tran). Cho A € R™". Ta néi A € R la mot
tri riéng (hodc gid tri riéng) clia A néu ton tai v € R™\ {0} sao cho:
Av = Ddv.
Lidc do ta ndi v la vector riéng Ung véi tri riéng .
Da thic dac trung clia A dugc ki hiu Pa: R — R sao cho Pa(x) = det(A — x/,).
Dinh ly 2.8. Ma tran dbéi xiing cap n c¢6 n tri riéng thuc.

Dinh ly 2.9. Trj riéng cia ma tran A € R™" |a nghiém cua phuong trinh P,x(X\) = 0.

Phuong Phap Nhan Tir Lagrange (Lagrange Multiplier Method)

Ta xét bai todn tbi uu: m]iRn f(x), théa man:
X€ER"

véi cac ham f, g;: R” — R la cac ham kha vi véi dao ham riéng lién tuc.

Dé gidi quyét bai todn nay, ta sé phat biéu mét diéu kién can dé diém x* 13 mot cuc tri dia
phuong ctia ham f.

Ta dinh nghia Lagrangian £ : R” x R™ — R cla bai toan tbi uu:

L6 A) = )+ Y Xigi(x)
i=1
V6i A = [A1, X2, ..., Am] duoc goi 13 bién dbi ngiu hay vector nhan tir Lagrange.
Néu x* 1a mét diém tbi thi€u dia phuong cla bai todn téi uu trén, ta co:
N LU L(XF,AT) = 0.

Dé tim cuc tiéu toan cuc, ta cé thé giadi hé phuong trinh cé duoc tur diéu kién & trén roi xét
thir tit ca cdc bd nghiém tim duoc.



2.2 Mbét s6 két qua co ban
Cho A € R™". Khi d6 AAT ¢ R™ ™M va ATAc R™". Dt B= ATA.

Tinh chat 2.10. Ma tran B dbi xting.
Chiing minh. Vi BT = (ATA)T = ATA= B nén B" = B. O

Tinh chat 2.11. Chung ta biét rang ma tran thuc dbi xting cé tri riéng 13 cac sb thuc. Gia st
A, w12 2 tri rieng khac nhau clia B véi céc vector riéng tuong dng vy, v,. Chiing minh rang
Vx -V, = 0. Suy ra cac vector riéng Ung vdi tri riéng khdac nhau cta B truc giao va doc lap tuyén
tinh.

Chttng minh. Véi B € R"™" va x,y € R", ta co:
1. x-y=x"y.

2. Bx-y=(Bx)T-y=x"BT)-y=x"-(B"y)=x-BTy.

Ap dung vé6i A, w 1a 2 tri riéng khac nhau clia B véi cac vector riéng tuong tng v, vy, ta co:
B\_/}\ = )\\73\ (1) va 8\7# = /“LV# (2)
Nhan v, vao 2 vé clia (1) ta cé: v, - (BWh) = AV, - .
Ap dung cong thiic 2 vao biéu thic trén ta c6: (BT V,)vh = AV, - .
M3t khdc B = BT va két hop (2) nén biéu thic trén dugc viét lai thanh: pv, - v = AV, - V.
Hay (u — M)V, - ¥» =0, ma v, khac v, nén V- v, = 0.
Do do, ta suy ra dugc cac vector riéng tng véi tri riéng khac nhau cia B truc giao.
]

Ma tran dbi xting B € R"™" thi c6 ddng n tri riéng thuc, goi Vi, v, . . ., V, 1a n vector riéng (ng
V4l n tri riéng d6. Gid sl ton tai cac 6 ¢, &, ..., ¢, € R thda man:

C171+C272+"'+Cnvn:0.

Binh phuong hai vé& cta biéu thidc trén va st dung diéu kién v, -V, = O Vv6i i # j ; i,j €
{1,2,...,n}, ta co:

n
> cllvlr=o,
i=1

nén ¢ =0vsivie{l?2,..., n}.
Do dé, ta suy ra dugc cac vector riéng (ing véi tri rieng khac nhau clia B déc lap tuyén tinh,
hay ching tao thanh moét hé co sé.

Y nghia: Ta sé biéu dién bd dit lieu dudi co sd S truc giao méi ma S = {1, %, ..., v,} . Coso
truc chuan gilp viéc tinh todn biéu dién clia moét vector va tich vé huéng gilia cac vector dé
dang hon.

Tinh chit 2.12. Ching minh rang AT A va AAT c6 cling gid tri rieng (Luu y: cé thé khac nhau
vé sb lan l3p cla tri rieng 0)
Chifing minh. Goi ¥ 1a vector riéng ctia AT A ting véi tri rieng A ( ¥V # 0, A # 0 ). Ta cé:
(AT A)7 = A7 hay AT (A7) = A7.
3



Nhan hai vé clia biéu thiic cho A va gép nhém lai nhu sau:
AAT(AV) = X(AV).
Diéu nay cho ching ta thiy AV |a vector riéng cia AAT (ing Vi tri riéng X # 0. Bay gid ching

ta can di chiing minh AV khac vector 0. Néu AV = 0 thi theo biéu thiic trén AV = 0, vd Iy vi
v #0, A # 0. Do dé nhiing tri riéng A # 0 ctia AT A ciing |2 nhiing tri riéng ctia AA” . O

Y nghia: K&t qud nay thuc su hiéu qua, néu ta xét ma tran A € R10%3 Ta sé mat rat nhiéu
thoi gian dé di tim tri riéng cla ma tran AAT € R190%100 thay vao dé ta sé di tim tri riéng cla
ma tran ATA € R3%3. D¢ ciing chinh 13 tri riéng ctia ma tran AAT, 97 tri riéng con lai bang 0.

3 M6 hinh héa bai toan PCA

Ta sé xét moét bd dit lieu gdm n diém dir liéu, mdi diém dit lieu cé6 m tinh trang. Dbi véi bai
toan PCA, ta sé biéu dién mbi diém dir liéu thanh mot vector m chiéu, mbi chiéu sé (ing Vi
modt tinh trang. O day, ching ta théng nhat néu khéng néi gi thém thi X 13 vector cot:

X1,i
= X2, o
Xi= S, veii=1,2,...,n.
XITI,I
Ta xét ma trdn sau:
Xoxn = X1 Xo ... X
Viét day du, ta co:
X111 X1,2 X1 n
Xo1 X202 X5 n
Xm><n — .
Xm’]_ Xm’2 PP Xm’n

Tiép theo, ching ta sé dinh nghia thé nao l1a mét chiéu quan trong cua dit lieu. Chiéu quan
trong cla dir liéu c6 thé hiéu la chiéu clia mdt vector w trong khéng gian R™ ma theo phuong
la gid cla vector d6, dé phan tan cla cac tinh trang la 16n nhit. Va dé xac dinh dé phan tan,
ta sé dung dén phuong sai. Nhu vay, chiéu quan trong nhat sé duoc dinh nghia |a chiéu ma trén
dé6 phuong sai clia bd dii liéu 13 16n nhat.

Ta c6 cobng thic phuong sai:
]_ n
Vaer(X):<72( ):EZ(X/J M) véii=1,2,..., n.

Xi1+ X2+ ...+ X : . . . ) P
Trong d6, u; = x = 22 "% 13 gia tri trung binh hay gia tri ki vong ctia méi tinh

n
trang.




Nhan thay rang viéc chuan héa ma tran nay vé quanh gbc toa do khéng lam thay déi ban chit
vé dé phan tdn cla bd dii liéu, nhung lai lam cho viéc tinh todn trd nén dé dang hon. Vi vay,
ta cé thé xét viéc bién doi trén ma tran X,,x, nhu sau:

A~

men:[X/,j_,U'i]:[)a X5 .. )?;7]

Véi bo dir liéu men. tacoug = 0, ta cé dinh nghia sau:

10 o
Varg (X) = - >~ | projg x|

i=1

n

Dé tim chiéu quan trong nhat, ta sé tim W, sao cho ) || proj X||? dat gid tri I6n nhat.
i=1

Nhé lai cong thirc tinh || projy Xi|:

7/
| projg, Xi|| = || W HQWH
I
Nhu vay, néu ta chuan héa W, sao cho ||| = 1 thi cong thic tinh proj; X; c6 thé duoc viét
lai:
| projg, Xl = |X; - wil.

Khi dé, cong thic tinh Wi cé thé dugc viét lai thanh:

W) = argmax g Vi - X))

al=1 ‘=
Hay c6 thé duoc viét gon lai thanh:

Wy = a”rgrlan[(menwl) (Xmscnw2)]-
wi 1

Ap dung cong thiic bién déi x -y = xTy, ta cé:

Wy = argmax(w] XX w,).
llwi]|=1
Vay, viéc xdc dinh thanh phan quan trong nhat cla bo di liéu da duoc md hinh héa thanh viéc
giai quyét bai toan tbi uu trén.

Sau khi da c6 thanh phan quan trong nhat, ta sé tiép tuc di tim cdc thanh phan con lai. Dé
thuan tién cho viéc quan sat va tinh todn, ta sé tim thanh phan quan trong tha i déi mot
vudng goc véi nhimg thanh phan truéc né. Hay néi khac di, ta sé tim w; sao cho Varg, (X) dat
max va w; thdéa w; - w; = 0,V < /. Bién ddi tuong tu nhu doi véi chiéu thd nhét, ta sé co:

W, = argmax (w/ XXTw,).

Iwl=1
Wi W =0,V <i

4 Giai quyét bai toan PCA

Bai todn PCA da duoc mé hinh hda vé viéc tim nhiing chiéu dir liéu. Bay gio ta sé gidi bai toan
tdi uu da duoc nhic dén & phan trén. Vi day |a mot bai toan téi uu hda cé diéu kién, phuong
phdp dau tién ching ta nghi dén 1a phuong phdp nhan tir Lagrange.
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4.1 Phuong phap nhan tir Lagrange

Ta c6 ham can téi uu:

wp = argmax(w] XX wy),
v =1

va co Lagrangian:
LW, ) = wf XXTw + A([ml” - 1).

Dit A= XXT, tacé Ae R™™va A= AT. Viét lai cong thic:

W11
N W12 ST AL
Dat wy = L khido: w Awy = D0 > wa iw jay.
: i=1j=1
Wl,m

LW, X) = ZZ wiiwja; + A([wi]l = 1).

i=1 j=1

I
=1

Diéu kién can dé £ dat gia tri 16n nhat: sy L(w;, \) = | Owi

Nhu vay, néu £ dat max thi w; thoa:

oL =0,vVi=1,2,..., m
GWL,'
oL
TN =0.
Ta co:
oL -
6W1',' =2. Jz; ajjWwa + 2>\W1','.

Nhu vay, hé cé thé viét lai thanh:

(A+ A,) Wi =0
<~ AM71 = —>\VV1

Do dé, w; la mot vector riéng clia A va —X la modt tri riéng cla A.



Thé diéu kién can vao ham nhan ti Lagrange:

,C(Vvl, )\) = WlTAW1
=w (-2 wm)

= _>\HW1||2

Sy

Nhu vay, max (w{ XX7w1) = —Xmax khi va chi khi w; 1a vector riéng c¢6 do dai bang 1 (ing véi
—Amax (tri riéng 16n nhit cla ma tran XX7).

Gidi cac bai todn tbi uu kia tuong tu bang phuong phdp nhan tir Lagrange, ta sé tim dudc két
qua 13 hé co s6 gdbm cdc vector riéng c6 do dai 1.

Sau khi da gidi ra hé nghiém vector bang phuong phap nhan tir Lagrange, ta nghi dén mot

phuong phap tha hai dep hon nhu sau.

4.2 Phuong phap chuyén hé co sé
Vi chiéu dau tién, bai todn cla chidng ta la viéc tbi uu héa ham:

wy = argmax(w] XX wy).
lwil=1

Pit A = XXT € R™™ A |3 mot ma tran dbi xing nén sé cé m vector riéng tng vSi m tri

riéeng. Goi vi, Vs, ..., Vm la m vector riéng clia ma tran A tng v6i m tri riéng A, Ao, ..., Am
thoa [|vi|| =1 (Vi = 1,2,...,m). Ta thém diéu kién A\; > x> > --- > X,,. Nhu chiing minh
trén, ta co V = {vi, V5, ..., vy} 1a mdt co sé truc chuan trong khéng gian R™*™. Ta sé biéu

dién w; theo co sé V:

Wi = C1V1+ CiaoVo+...CtmVm.

m
Vi [[W1]| = 1 nén ta c6 diéu kién - ¢, = 1. Dong thoi, theo dinh nghia cla tri riéng va vector
i=1
riéng, ta co:
AV, = AV,
Suy ra:
Wy = argmax(w] Aw;)
W ll=1
m
= argmax(#, - (A i)l
W l|=1

i=1

lwll=1

m
= argmax(wj - E NiCLiVi).
i=1
Vivi-v;=0,Vi#jnén:
m
Wy, = argmax E N vP.
Wall=1 =

-



Dén day, vi ta da chudn hda cho ||Vi|| = 1 nén ta cé thé rit gon dugc céng thiic nhu sau:
m

Wy = argmax E el
Iwml=1 =

, N . m
Ap dung diéu kién >’ C12',- =1, va A\; = max{\;}, ta cé:
i=1

Suy ra:

i=1

Dang thic xay ra khiva chikhici =1vac,;=0Vi#1, hay ta cé Wy = ;.

Vay ta da tim duoc thanh phan ¢ dé phan tdn |6n nhat. D€ di tim thanh phan c6 dé phan tan
I6n tiép theo, ta gidi 1an luct cdc bai toan da néu & trén:

w; = argmax (w Aw;).
W=l
5, =0,V <i
Tu diéu kién w;-w, = 0V < /, ta thdy rang Vi > 2: [VT/’,}V =[0 ... 0 Gi Gis1 --- GCim]-

Gidi 1an lugt cac bai todan nay mot cach tuong tu nhu chiéu thi nhat, ta tim ra dugc m chiéu
quan trong cta bo dir liéu, cling chinh la m vector riéng (ing véi m tri riéng ctia ma tran A. O
day gid tri riéng cang I6n thi chiéu cua vector riéng dé cang quan trong.

4.3 Két luan

Nhu vay, bai todn PCA thuc chat |a bai todn tim cdc vector riéng cla ma trdn A = XXT. Ma
tran A con dugc goi la ma tran hiép phuong sai cua tap di liéu X.

5 Gigi thiéu thuat toan tim tri riéng

Nhu da phan tich trong cdc phan trén, bai todn cla ching ta duoc dua vé bai toan tim cac tr/
riéng va cac vector riéng clia ma tran hiép phuong sai X XT. Nhung viéc tim tri riéng chinh 13
gidi phuong trinh det (A — X/,) = 0 (A € R™"). Phuong trinh nay sé dua vé phuong trinh bac
n. Nhung ta da biét viéc gidi phuong trinh bac cao sé rat khé khdn va véi n > 5 thi ta khong
cé cbng thic nghiém téng quat.

Tuy nhién ma tran hiép phuong sai cla ching ta la ma tran déi xiing va nira xdc dinh duong,
cho nén chiing ta sé c6 mot vai thuat toan cé thé gidi duoc nghiém cla dinh thic nay.

5.1 Phuong phap Power
Day la phuong phdap tim tri riéng va vector riéng ciia mét ma tran nua xac dinh duong A € R™"

Thuat toan: Trudc tién, ta sé tim vector riéng (ing vaéi tri riéng 16n nhat \;.
8



e Buéc 1: Chon bat ki mot vector gy € R™" : || G| = 1.
e Budc 2: Véi k=1,2,3,..., tatinh gx = Aqx_1.
p . = . Ak
e Budc 3: Chuan héa gx = ——.
[l
e Budc 4: Kiém tra néu ||k — Gk—1|| di nhd (cac vector @ hoi tu) thi ta ding lai. Néu

khoéng, tang k 1én 1 rbi quay lai Budc 2.
e Budc 5: G, chinh I3 vector riéng (ing véi tri riéng I6n nhat A\; suy ra A\; = qkTAqk.
Ta chiing minh dudc rang @ sé hdi tu kha nhanh.

Chiing minh. Goi S la hé co s6 tao bdi cac vector rieng X clia ma tran A trong R". Khi dé
vector Gy c6 thé duoc biéu dién dang:

Go = a1Xy + axXo + asXz ... + apXy,
véi ay, @, as, ... la toa do cua g trong S.
Sau k 1an nhan nhu trén, ta cé:

Alqe = A¥ (ayxq + aoxo + asxz . .. + anXy)
= alAle + azAkXQ + 33AkX3 + ...+ a,,Akxn

= 31>\le + 32>\§X2 + a3>\§x3 +...+ a,,kﬁx,,

) A .
Néu | A1 > [Xo| > [Xs] > ... > [A\,] thi |2 < 1v6ij > 1.

1

A\ K o

Suy ra (A_J) hoi tu vé 0 khi k tién dén oo.
1

Vay A¥qo hoi tu vé a;\5x;. Nhung do ta da thuc hién chudn hoa lién tuc Ag<—?! tai budc thu

k, nén ta suy ra dudc day AXqgy sé hoi tu vé x. O

Vay ta tinh duoc tri riéng 16n nhat A; va vector riéng (ing véi néd, ta sé tim dugc cac tri riéng
va vector riéng con lai theo dinh ly sau.

Dinh ly 5.1. Néu ma tran nira xac dinh duong A c6 cdc tririéng Ay > o > Xz > ... > X, >0
va cdc vector riéng tuong ing Vi, Vo, V3, ..., V, hon nita cac vector riéng nay tao thanh 1 hé
truc chuan, thi ma tran:

B=A- )\1 Vi VlT
CO cdc tri riéng Ao > X3 > ... > A\, > 0 va cdc vector riéng tuong ting la v», vs, . . ., Vy.

Chttng minh. Ta cé:
o VGi I =1:

BVl = (A— >\1V1V1T) V], = AV1 — >\1V1 = 0.



Suy ra: A\; khong la tri riéng cua B.
o \VGii>1:
Bvi=(A—=Xwviv)) v
=Avi — A1 (V{ v))

= Av; (Vi v; va V; truc giao)
= >\,‘V,‘.

Vay khi 7 > 1 thi A; |a tri riéng clia B. Vay ta tim duoc tri riéng 16n nhat X\, va vector riéng v

tuong tng cla B. Tiép tuc lam nhu vay, ta sé tim dugc n tri riéng va vector riéng clia ma tran

A lic dau. O
= A? N s,

5.2 Nhuogc diém cia thuit toan Power

Thuat todn Power cho ta mot cdch xap xi tri riéng, vector rieng kha tét va don gian, song,
phuong phap nay ciing c¢6 nhiing han ché khién né khéng thuong duoc st dung trong thuc té
cho viéc nay. Trong sb6 dé c6 thé ké dén nhu:

e Trong trudng hop khéng may man, cé xac sudt (rat nhod) viéc vector § khdi tao vuéng
goc véi vector riéng (ing vaéi tri rieng 16n nhat. Khi dé, thudt toan Power sé cho ra két
qua la vector riéng (ing v4i tri riéng 16n thi 2 trong sb cdc vector riéng cla ma tran A.

e Néu mdt ma tran c6 nhiéu vector riéng ting véi mot tri riéng thi thuat toan Power sé chi
cho ra mdt vector riéng tng véi tri riéng do.

e Néu cac tri riéng clia ma tran A c6 gia tri xap xi bang nhau, téc do hoi tu cla thuat toan
Power sé kha cham.

Tuy nhién, thuat todn Power van cé nhiing ting dung thuc té trong moét sb trudng hop cu thé vi
du nhu trong Google Pagerank dé sip xép cac website theo doé phé bién gidm dan cla ching.

5.3 Tong két

Nhu vay, phuong phap Power tuy 1a mét thuat toan xap xi don gidn nhung né lai cé nhiing
truong hop riéng ma thudt todn hoat déng khéng hiéu qua. Chinh vi vay, ngudi ta thuong dung
nhiing thuat todn khac nhu thuat toan QR hay SVD dé thay thé.

6 Cai dit

6.1 Cac budc thuc hién Phuong phap PCA

Sau khi phan tich vé PCA, ching ta rat ra duoc cic buéc thuc hién chinh nhu sau:

1. Tim vector trung binh clia toan b6 dir liéu:
1 n
V/Sm:Y,':EZ;XJ.
_/:

2. Chuan hda lai toan bo dit liéu:

Vj < n:col; (X) = col; (X) — X.
10



3. Tinh ma tran hiép phuong sai:
loor
Cov (X) = EXX .
Nhung thuc té khi 1ap trinh, ta cé thé khéng can chia n (do cidc ma tran tuong duong
nhau nén khéng anh hudng két qua sau cung cla ta).

4. Tinh céc tri riéeng va vector riéng c6 norm bang 1 clia ma tran Cov (X), sap xép chiing
theo thi tu gidm dan cla tri riéng.

5. Chon k vector dé giir lai iing véi k tri riéng I6n nhat cla Cov (X) dé tao thanh hé co s6
S ¢6 k chiéu. Hé co s6 S nay tao thanh khéng gian con ma ta can chiéu bo dir liéu cla
minh 1én.

6. Thuc hién phép chiéu X vao hé co s6 S, ta duoc dit liéu méi chinh 13 toa dé cua cac
diém cua X trong S:

Z = SX.

6.2 Source code trén ngon ngir lap trinh Python

Dé& dé dang hon khi ap trinh, ta quy udc nguoc lai véi phan tich & trén mot ti 1a ma tran X
nam trong R™™ véi n hang |a cac bo dit lieu, m cot 1a cdc dic tinh cua di liéu.

6.2.1 Code lai thii cong toan bé PCA

(data, k):

numpy np
(data, dtype
X.shape

(axis=0)

Cov = np. (X, rowvar )

eVector = np.linalg. (Cov)[1]

eVector = (eVector.T)[::-1]

np. (eVector([:k])
(5*(X.T)).A

6.2.2 Sir dung thu vién sklearn

numpy np
scipy
sklearn.decomposition

(n_components = k)

(X.7)

pca.components_.
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7 Ap dung m6 hinh

Trong thuc té, di liéu thuong sé cé rat nhiéu tinh trang va vector biéu dién ching sé cé s6
chiéu tuong ting. Tuy vay, con ngudi chi cé thé cam nhan duoc vi tri va hinh anh trong khéng
gian nhoé hon hay bang 3 chiéu. Chinh vi thé, néu ta cé thé dp dung PCA dé gidm chiéu di liéu
xubng con 3 hay thap hon, ta cé thé biéu dién nhiing diém di liéu nay trén do thi. Bay gio, ta
sé thuc hién PCA lén hai bd dir lieu mau duoc tai free trén mang.

7.1 Hoa lris

Bo6 di lieu nay gdm dir lieu vé do dai va dod rdong cla dai hoa va canh hoa cla 150 béng hoa
Iris thudc 3 ching loai Iris Setosa, Iris Versicolour, Iris Virginica. Ung véi moi ching loai hoa sé
c6 50 bong hoa dugc khao sat.

1 sepallength sepalwidth petallength petal width class

2 5,1 3,5 1,4 0,2 Iris-setosa
3 4,9 3 1,4 0,2 Iris-setosa
4 4,7 3,2 1,3 0,2 Iris-setosa
5 4,6 3,1 1,5 0,2 Iris-setosa
6 5 3,6 1,4 0,2 Iris-setosa

Két qua sau khi PCA la:

0.04
0.02
0.00

—0.02
—0.04

7.2 Co s6 dir liéu dinh dudéng quéc gia USDA

Bo dir liéu nay gdbm danh sach cdc loai thic an va nhiing thdng sé dinh dudng cla né nhu:
energy kcal, protein, fat, ...

ID FoodGroup ~|ShortDescrip Descrip Energy_kcal Protein_g Fat_g Carb_g Sugar_g
'01001 Dairy and Egg Products BUTTER,WITH SALT Butter, salted 717 0,85 81,11 0,06 0,06
'01002 Dairy and Egg Products BUTTER,WHIPPED,WITH SALT  Butter, whipped, with salt 717 0,85 81,11 0,06 0,06
‘01003 Dairy and Egg Products BUTTER OIL ANHYDROUS Butter oil, anhydrous 876 0,28 99,48 0 0
'01004 Dairy and Egg Products CHEESE,BLUE Cheese, blue 353 21,4 28,74 2,34 0,5
'01005 Dairy and Egg Products CHEESE,BRICK Cheese, brick 371 23,24 29,68 2,79 0,51
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Két qua sau khi PCA la:
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7.3 EigenFace

EigenFaces la mot trong nhitng phuong phdp phd bién trong bai toan nhan dién khudn mat. Y
tudng cla phuong phap nay 13 tir mét bd anh khudn mat ngudi cé kich thudc 16n va sb luong
nhiéu, ta sé tim mot khéng gian nhd hon dé biéu dién cac khudn mat nay.

EigenFace chinh la PCA: céac Eigen Faces (khudén mat riéng) chinh la cac vector riéng ing véi
cac tri riéng 16n nhat. Ta cé thé hiéu la cac khuén mdat riéng sé mang phan nao théng tin cua
cac khuén mat ban dau. Vi thé, khudn mat ban dau cé thé xap xi bang téng cé trong sb clia
cac khudén mat riéng nay.

Bay gid ching ta tim EigenFaces trén bo dii liéu Yale face database. Bo dir liéu nay gdm hinh
trang den khudn mat cta 15 ngudi khdc nhau, mdi ngudi c6 11 tAm anh dugc chup & diéu kién
anh sdng, cdm xuc khac nhau, gdém: centerlight, glasses, happy, leftlight, noglasses, normal,
rightlight, sad, sleepy, surprised va wink. C4c anh trong bd di liéu nay da duoc chudn hda cling
kich thuéc 116 x 98 va khuén mat nam gon trong anh.
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Source code:

numpy np
matplotlib pyplot plt
sklearn.decomposition

imageio

states ["centerlight”, "glasses™, "happy", "leftlight", "noglasses"”,
"normal™, "rightlight"”, "sad", "sleepy"”, "surprised”, "wink"]

h * w
(states)

np. ((n, D))

cnt
person_id (1,
state states:
path = "Yale/subject™ (person_id). (2)
X[ent] = imageio. (path). (D)
cnt

9}

(n_components=k)

(X)

pca.components_

i (X_proj.shape[©]):

plt. ("off")

plt. (X_proj[i]. (h, w), interpolation="nearest™)
plt. 0

path = "Eigen Faces/" (i). (2) + ".png"”

plt. (path, bbox_inches="tight’, pad_inches=0)

person_id (1,
state states:

path = "Yale/subject™ (person_id). (2)
img = imageio. (path)

X = img. (D, 1) - pca.mean_.
z = X_proj. (x)

x_tilde = X _proj.T. (z) + pca.mean_. (D, 1)
img_tilde = x_tilde. (h, w)

plt. (Toff")

plt. (img_tilde, interpolation='nearest’)

plt. ()

path = "reconstruction/" (person_id). (2)
plt. (path, bbox_inches="tight", pad_inches=0)




Dudi day la anh cta 9 Eigen Faces dau tién:

Dé& danh gid do hiéu qua cua EigenFace, ta biéu dién lai mot vai anh dé€ so sanh véi anh ban
dau. B6 dit lieu gdm 165 anh nay duoc biéu dién lai bang k khuén mdt riéng, véi k lan luot
bang 75, 100, va 130

e Anh gbc:

e Taitao vdi k = 75:

e Tai tao véi kK = 100:

e Tai tao vdi k = 130:
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8 Keét luan danh gia
PCA la mét cach tiép can phd bién cho bai todn gidm chiéu di liéu vi cé nhiéu uu diém nhu:
e PCA |3 mot cach tiép can truc quan va dé hiéu.

e PCA gitp gidm chiéu cla dif liéu di mét cach ddng ké, tir dé lam cho viéc xtr ly va luu trit
trd nén nhanh chéng va dé dang hon. Vi vy, trong thuc té, ngudi ta thuong thuc hién
PCA két hop v6i nhitng thuat todn khdc nham ting hiéu qua cua thuat toan dé lén.

Tuy vay, phuong phap nay van cé nhiing nhuoc diém cla no:

e D6 phic tap tinh toan ctia PCA thudng roi vao khoang O(min(n3, m?)). Vi vay, trong
nhiéu truong hop, viéc ap dung PCA sé khéng hiéu qua.

e Néu dé phan tan trén cac chiéu di liéu 1a xap xi nhau, viéc PCA sé lam cho luong théng
tin bi mat di 1a khd 16n gay anh hudng dén viéc xr ly vé sau.

9 Hudng nghién citu trong tuong lai

Trong tuong lai, nhém sé di sdu vao nhiing ki thuat thuc hién nhu nhiing thuat toan tim tri
riéng toi uu hon, nhu phuong phdp QR factorization hay SVM factorization. Bén canh dé, céc
huéng mao rong cia PCA nhu Sparse PCA, Kernel PCA hay Robust PCA ciing la nhiing hudng
tim hiéu tha vi.

Tai liéu

[1] Tai liéu Trai he PIMA 2018.

[2] Wikipedia.

[3] Yale face database. http://vismod.media.mit.edu/vismod/classes/mas622-00/datasets/,
2016.

[4] data.world. USDA National Nutrient Database data. 2016.
[5] R.A. Fisher. Iris Data Set. https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/iris, 1936.
[6] Jeff Jaurequi. Principal component analysis with linear algebra. 2012.

[7] Vi HGu Tiép. Machine Learning co ban.

16



