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Ham so nhiéu bién

Dinh nghia 1.

Ham sb nhiéu bién f gin vao mdi x = (21, ..., x,) € R" mét diém
y=(y1,.--,Ym) € R™. Moi thanh phan cda y la mét ham trd vé gid tri
thuc véi x € R™, dugc viét dudi dang

1= f1(@1,...,%0)
Y2 = fo ($1,---,93n)

Ym = fm (T1,...,Zn).
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Ham so nhiéu bién

_ fl(:anaZ) _ IL‘—y—|—Z
Flv|= fo(z,y,2) TYZ

xdc dinh mét ham sé tir R3 vao R2.
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Dao ham riéng

Dinh nghia 2.

Chof:DCR* >R vaz’ = (x(l),xg,...,xg) € D. Gidi han

0 0 0 0 0 0 .0 0
y f(:vl,...,a:i +h,xi+1,...,xn> —f(a:l,...,xi,xiﬂ,...,xn)
im

h—0 h

néu cé, duoc goi 13 dao ham riéng theo bién thiti cda f tai z, ky hiéu I3

0
L (@) hay 1., (a9)
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Dao ham riéng

e 8 N 4
Cho f (z,y) = 2%y + y> — 1. Mubn tinh 8_f ta xem y nhu hang s6 va
T

of

4 0
bién x, ta cé or _ 2xy. Tuong tu, ta c6 —— = x? + 3y°.

Ox y
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Dao ham riéng

Tim cdc dao ham riéng cia ham s6 f (z,y,z) = Y.

Cho f : R? — R xdc dinh bdi

x2 — 92
fay) =1 Vg @9 #00
0 »(55,3/):(0,0)

D 0
Ching minh rang a_gj; (20,0) = 29 va 8_£ (0,%0) = —o.
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Dao ham theo huéng

Dinh nghia 3.

Xét ham f: D C R" — R va vecto a = (a1, ag, ..., a,) € R™ khdc vecto
khéng. Gidi han

lim f(x1+tar,xo +tag. .., xn +tay) — f (1,22,...,2n)
t—0 t

néu cé, dugc goi I3 dao ham theo hudng a cia f tai x, ky hiéu D, f (x).

v
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Dao ham theo huéng

Nhan xét 1. Nhu vdy, dao ham theo bién thi 4 cha f tai x chinh 13 dao
ham theo hudng e/, trong dé € 13 vects ma moi thanh phan déu bing 0
trir thanh phan thd i bing 1.

Nhan xét 2. D3t f, (t) = f (z + ta), ta 6 D, f (x) = f. (0). (néu cb)

a
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Dao ham theo huéng

Cho f (z,y) = 2%y + y va vectd a = (1,—2). Tinh dao ham ciia f theo
hudng a tai (0,1).

Chiing minh.
Dit x = (0,1) va

fa®) = f(z+ta)=f(t,1—2t) =3(1—2t) +1—2t.

Ta cé
fi(t) = =83 + 3% — 2.

Suy ra
Duf (z) = £,(0) = —2.
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Gradient

Dinh nghia 4.

Cho D 13 mét mién va f : D C R® — R. Khi f ¢6 dao ham riéng theo tt
c3 cdc bién tai x € D, gradient cia f tai x, ky hiéu grad f (x) (hay vdn
tit Vf (x)) 13 vecto

V) = (5L ), g (@) @)
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Xét ham f : R2 — R xdc dinh bdi
f(z,y) = 2°y.
Tinh Vf(1,2)

Chirng minh.

(1,2) =212 =4

Ta cé o1 (z,y) = 2zy nén of

ox ox
Tuong tu, O;?J; (z,y) = 2% nén g‘; (v,y) =12 =1.
)
vy v 1,2 = (02 G a.m) =@, =
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Gradient

Ménh dé 1.

Cho f,g: D C R" — R. Néu f,g c6 dao ham riéng theo moi bién tai
x €D thi

) V(f+9) (@) = VS (2) + Vg (a);
i) V(f.9) (@) = g (2) .V (&) + f () .Vg ().

Hon nifa, néu g (z) # 0 va ham / xdc dinh trén mét 1an can cia x thi né
)

c6 dao ham riéng theo moi bién tai x va

i) V(1) @) = = (0@ 91 @)~ 1 @) 99 @)
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Gradient

Ménh dé 2.

Cho f: D CR™ — R /a ham c6 dao ham riéng theo cdc bién tai moi diém
ctia D va tht c3 cic dao ham riéng ndy déu lién tuc tai diém x € D. Khi
dé, véi moi vecto a = (a1, as,...,ay,) khic vecto khéng trong R™, f c6
dao ham theo hudng a tai x va

0 0
D,f () = ay. 8fl( )—i—...—f—an.a—i(ax):a.Vf(a:).
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TUr cbng thic trén, ta cb
2
Dof (x) =a.Vf(z) < (Vf(2))",

Didu ndy c6 nghia 13 theo huéng clia vects Vf (z) thi f s& thay déi véi
tbc d& nhanh nhit.
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Dao ham riéng cia ham s6 hop

(Quy tdc méc xich) Cho ham sb kh3 vi f : R* — R va cdc ham sb kh3 vi
T1,29,...,Ty : R™ — R déu la ham theo cdc bién t1,ts, ..., t,. Khi dd,

of _ 0f ory  0f Oz Of om,
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Dao ham riéng cia ham s6 hop

Cho f (z,y,2) = 2> + yz Vdi

x(s,t) =t+s,
y(s,t) =3t —s,
z(s,t) = t2.
Khi dé, :
8—£ =221 +2.(=1)+y.0=2(t+s) -t
of _ _ 2
5 =201+ 23+ y.2t=2(t+5) +3° + 26 (3t — s).
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Dao ham riéng cia ham s6 hop

Tim dao ham riéng ciia f theo s va t vdi

f (z,y) = 2®sin (zy),
x (s,t) = tcoss,
y(s,t) =tsins.
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Dao ham riéng cap cao

Dinh nghia 5.
Cho f: D C R™ — R /3 ham c6 dao ham riéng theo tit c3 cdc bién tai
moi diém cta D. Khi dé, dao ham riéng theo cdc bién ctia cic ham

af:D—)R
8352-

of

r — oz, (x)

véi i = 1,n tai diém x € D, néu cd, duoc goi Ia cdc dao ham riéng cap

2
2 cia f tai diém x, ky hiéu I3 B (z) hodc fy,q, () Vdii,j=T1,n.

Nguy&n Minh Huy (HCMUS-Khoa Toan Tin)DAO HAM VA CUC TRI HAM SO NHIEU B

Ngdy 31 thang 7 nim 2019 19 / 42



Dao ham riéng cap cao

Cho f (z,y) = 2%y + x. Tinh cdc dao ham riéng cip hai cia f.
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Dao ham riéng cap cao

Dinh ly 2.

Néu f: D C R" — R c6 cdc dao ham riéng cdp 2 lién tuc trén D thi

0% f 0% f

al‘iax‘j N 6:1:]61‘1

trén D, vdi moi 1,5 = 1,n.

Nguy&n Minh Huy (HCMUS-Khoa Toan Tin)DAO HAM VA CUC TRI HAM SO NHIEU B Ngay 31 thang 7 nim 2019 21 / 42



Cuc tri ham so nhiéu bién

Dinh nghia 6.

Cho f I3 ham nhiéu bién xdc dinh trén mét mién D C R™ va 2% € D.

i) f duoc goi la dat cuc dai dia perdng tai 20 néu tén tai lan can Q

chita trong D ctia x° sao cho f (x ( ) véi moi x € ).

i) f dugc goi la dat cuc tiéu dia pthdng tai z° néu tén tai Ian cin Q
chita trong D ctia x° sao cho f (x ( ) véi moi x € ().

iil) f dugc goi la dat cuc tri dia perdng tai 29 khi né dat cuc dai dia

phuong hodc cuc tiéu dia phuong tai z°.
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Chi y ring khi 2 = (21, ...,2,),2° = (xl,...,ajg) € D C R” thi véi mdi

1=1,n, hémt—)f(x?,...,:vo ,t :L"Hl,...,xg) I3 ham mét bién xac

1

dinh trén D; = {t eR: (ml,...,t,...,:cn) € D} va dat cuc tri dia
phuong tai t = {L‘? khi f dat cuc tri dia phuong tai 2°. Do d6, ta c6
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Dinh Iy 3.

Cho f: D C R™ — R [3 ham c6 dao ham riéng theo cic bién trén D.
Diéu kién can dé f dat cuc tri dia phuong tai 2° € D I3

of

oz, <:UO) =0,Yi=1,n.

Ding thic trén cé thé viét lai dudi dang vecto 13
Vf (a;O) =0

va diém z° duoc goi 13 mét diém ding cda f.
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Tim diém dimg cia f (z,y) = 2% — 12y + 49> + 3y,

Chiing minh.
Tacé Vf(x,y) = (295’ 12 (y° + 4% - 2y)>-
x=0
Suy ra Vf(x,y)—o‘:’{ y=0Vy=1Vy=-2
Vay (0,0),(0,1) va (0,—2) la cic diém ding cla f. -

Vay c6 phai tit ca cic diém ding trén déu I3 cic cuc tri dia phuong cda f
khéng?
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Chi y ring ngay ca khi f 13 ham mét bién thi khong nhit thiét f dat cuc
tri dia phuong tai cac diém dirng cta né. Tuy nhién, giong nhu trudng hgp
ham mét bién, ngudi ta cé thé dung cac dao ham clp 2 dé xay dung mét

didu kién da cho cic cuc tri tai cic diém dung.
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Vé6i ham f: D C R" — R thubc 16p C? va diém dimg = € D. D3t

¥ ’ o ij=1 8%8% v
2 2 2
g (z) Bgffm (@) ... 5 a’; (z) \
e} 0 e} 1
azf: 82f: azf: hn
= h".Hy (2) .h,

trong dé Hy () dudc goi la ma trdn Hessian cia f tai x.
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Cuc tri ham so nhiéu bién

i) Néu ¢ (h,h) > 0,Yh # 0 thi f dat cuc tiéu dia phuong tai x.
i) Néu o (h,h) < 0,Yh # 0 thi f dat cuc dai dia phuong tai x.
iii) Néu tén tai h,k € R™ sao cho o (h,h) > 0 va ¢ (k,k) <0 thi =
khéng la cuc tri dia phuong cda f.
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Tim cuc tri cta f (z,y) = 2 — 12y + 4y3 + 3y*.

Chiing minh.

Ta &b foo =2, foy = fya =0, fyy = 12 (y® + y* — 2y) nén véi
h = (hl,hQ) thi

¢ (h,h) = 2R3 4 12 (y3 +y% - 2y> h3.

Trong vi du trudc, ta d3 tim dugc cac diém dimg clia f 13 (0,0), (0,1) va
(0,—2). O
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Cuc tri ham so nhiéu bién

Chiing minh.

*Tai z = (0,1), ta c6

@ (h,h) = 2h% 4+ 36h% > 0,Vh # (0,0).

Viy f dat cuc tiéu tai & = (0,1).
*Tai z = (0,—2), ta c6

@ (h, h) = 2h? 4+ 72h3 > 0,Yh # (0,0).

Vay f dat cuc tiéu tai z = (0,—2).
*Tai 2 = (0,0), ta cé

@ (h,h) = 2h3 — 24R3.

Khi dé, ¢ (1,0) > 0 nhung ¢ (0,1) < 0 nén f khdng dat cuc tri tai
x = (0,0). N
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tri ham so6 nhi€u bién

3

Kh3o st cuc tri cta ham sb f (z,y) = 22 — 22y + ‘% — 3y.
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uc tri cé diéu kién

Khi D khoéng I3 mét md cia R™, ch5ng han khi D 13 bién clia mét mién
trong R”™, do khéng xét dugc tinh kha vi clia f trén D nén ta khéng thé
dung Dinh ly 2. Tuy nhién néu ta cé phuong trinh xac dinh D, ching han

D={(z1,...,3,) ER": ® (21,...,2,) =0},

vGi ham khd vi @ : R™ — R va f 1a ham xac dinh trén mét mé chda D.
Khi dé, cuc tri cta f trén D con dugc goi |3 cuc tri c6 diéu kién.
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Cuc tri c6 diéu kién

Jxy)
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Cuc tri c6 diéu kién

Dinh Iy 5.

Cho f : E C R — R /3 ham thubc I6p C*, nghia 13 f cé dao ham riéng
theo cdc bién tai moi diém ctua E va tat c3 cdc dao ham riéng nay déu lién
tuc trén E. Xét

D:{(:cl,...,mn)GE:g(:pl,...,xn)zo}

véi g : E CR® — R [3 ham thubc Idp C*. Néu f dat cuc tri trén D, tai
2 € D vaVy (zO) #£ 0 thi tén tai A € R sao cho

V1 (2°) +avg () = 0.

Hon nifa, viéc tim cuc tri cda f trén D chinh 13 tim cuc tri cia [ + \g.
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Cuc tri c6 diéu kién
Vi du 13.

Tim cuc dai, cuc tiéu cda f (z,y,2) = x +y — z V3i diéu kién
2?4+y?+22=1

Chirng minh.

Dit g (z,y,2) = 22 +y> + 22 — 1 va ¢ = f + \g. Ta gidi hé phuong trinh
sau

Vf+AVg=0 (1,1, -1) + A (22,2y,22) =0
g(z,y,2) =0 24y 4+22=1
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Cuc tri c6 diéu kién

Chiing minh.
Ta tinh dugc ¢ (h,h) = hT . Hy (z,y,2) .h = 2X (h} + h3 + h3).

*V6i (1), ta c6 ¢ (h,h) > 0,Yh # 0 nén ¢ dat cuc tiéu tai

(—L _ 1 i) hay f dat cuc tiéu trén D tai (—i _ L —>
Vi i) e (T
= ,2) €R®: g (x,y,2) =0}.

*V6i (2), ta c6 o (h, h) < 0,Yh # 0 nén ¢ dat cuc dai tai
11 1 11 1
) ,——= | ha dat cuc dai trén D tai | —, —, ——— ).
<V§ V3 ¢§> " (\/ﬁ V3 \/§>
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tri c6 diéu kién

Tim cuc tri cda f (x,y,2) = 2% + zy + y> + yz + 22 vdi diéu kién
w2 +y?+ 22 =1.
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Cuc tri c6 diéu kién

Dinh ly 6.

Cho f: E CR" — R 13 ham thuéc I6p C*, nghia I3 f c6 dao ham riéng
theo cdc bién tai moi diém clia E va tat ca cdc dao ham riéng nay déu lién
tuc trén E. Xét

D={(z1,...,2n) € E: gi(x1,...,3,) =0,Vi =1, m}

véig: E CR™ — R la ham thubc I6p Cl. Néu f dat cuc tri trén D, tai
2% € D va Vg; (2°) # 0,Vi = T, m thi ton tai \; € R sao cho

Vf (CL‘O> + i AiVg; (azo) = 0.
i=1

Hon nita, viéc tim cuc tri ctia [ trén D chinh 13 tim cuc tri cda
m

f+2° Nigi.
i=1
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Cuc tri c6 diéu kién

Vi du 15.

Gi3 sit nhiét dé trong mét qua cdu don vi 2% + y? + 22 = 1 duoc cho bdi
ham s6 sau

T (z,y,2) =80+ 50(z + 2).

Tim cuc tri cia T trén phan giao ciia qud cau don vi va mit phing
z+y+z=1
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Cuc tri c6 diéu kién

Ching minh.

Dit g1 (z,y,2) =2 + 9> + 22— 1, o (z,y,2) =z +y+2—1va
¢ = f + A1g1 + Aage. Ta gidi hé phuong trinh sau

Vf == >\1V91 ar )\QVgQ =0
91 (z,y,2) =0
g2 ($a Y, Z) =0

Nguy&n Minh Huy (HCMUS-Khoa Toan Tin)DAO HAM VA CUC TRI HAM SO NHIEU B Ngay 31 thang 7 nim 2019 42 / 42



	Ðao hàm cua hàm s nhiu bin
	Hàm s nhiu bin
	Ðao hàm riêng
	Ðao hàm theo hng
	Gradient
	Ðao hàm riêng cua hàm s hp
	Ðao hàm riêng cp cao

	Cc tri hàm s nhiu bin
	Cc tri
	Cc tri có iu kin


