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Bién ng&u nhién
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Bién ngéu nhién rdi rac
[ 1o}
Phan phéi xac suat

Phan phéi xac suat

Bién ngau nhién rai rac (Discrete random variable) c6 mién gié tri 1a mot tap hitu han
hodc v6 han dém dugc.

Phén phéi xac suét cho biét xéc suét tng (Ia 1) dugc phan phéi nhu thé nao cho cac
gid tri khac nhau clia bién ngau nhién X.
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Bién ngéu nhién roi rac
oe
Phan phéi xac suat

Phan phéi xac suat

Vidu 1

Tung mét xdic x&c 6 mat ddng chét, ta thu dugc céc két qua {1,2,...,6}.

Bién ngau nhién X: X("k") = k, Yk = 1,6.

Phan phéi x4c suat: P(X = k) = —, Yk = 1,6.

[N

Vidu2

Goi X 12 sb 1an lién tiép tung moét ddng xu dé ra mat nglra.

Bién ngau nhién X: X(k) = k, Vk € N*.

A o e 1
Phén phoi xac suat: P(X = k) = ok Vk € N*.
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Bién ngéu nhién rdi rac
[ Je]
Ham khéi x4c suat

Ham khoi x4c suat

Ham khéi xac suét (probability mass function - pmf)

_[P(X=x) (xeD)
px(x) = {o (x e R\ D),

véi D 1a tap cac gia tri bién rdi rac X ¢6 thé nhan dugc.

Ham khbi xac suat thoa 2 diéu kién:

> px(x) = 1.

{OSPX(X) <1,vxeR
xeD
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Bién ngéu nhién roi rac
oe
Ham khéi x4c suat

Ham khoi x4c suat

Tung xtc xac 6 mét, dong chét.

]
L ox(x) = {6 (xe{1,2,...,6}),

0 (con lai).

6

G day, pr(x = Z

x=1 x=1

px(x) 1a ham khéi x4c suat cho sb 1an tung lién tiép mot dong xu dong chét dé ra dugc
mat nglia.
1 xew)
= px(x) = { 2% ’
0 (con lai).
= 9 [T
Cday, D px(x)=>_—=1. 1
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Bién ngéu nhién rdi rac
{ Jele}
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich Iu§ (cumulative distribution function - cdf)

Fx(x)=P(X < x) = Z px(x)
yiy<x

Ngoai ra, véi bién ngdu nhién X nhan gid tri nguyén, ta cé:

B Fx(x) = Fx(x))

B P(X <x)=P(X<x)—P(X=x)=Fx(x)— px(x)
B Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a—1)Va,be Z

m px(a) = Fx(a) — Fx(a—1)vae Z
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Bién ngéu nhién rdi rac
(o] lo}
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

0.5

Hinh: Ham phan phéi tich lu§ cho vi dy 1
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Bién ngéu nhién rdi rac
[e]e] ]
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

1 —_—
0.5
0 2 4 6 8

Hinh: Ham phan phéi tich Iu§ cho vi dy 2
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Bién ngéu nhién rdi rac
@®00000
DPéc trung

Gia tri ky vong

Gid tri ky vong (hay gi4 tri trung binh) clia bién ngdu nhién X (expectation)

EX] = x-p(x),

xeD
véi D 12 tap gia tri bién ngu nhién X c6 thé nhan dugc.

Ky hiéu khac: px, p.

Ngoai ra, ta con quan tam dén ky vong cla ham sb lién quan t6i bién ngau nhién dé:

Gi4 tri ky vong clia ham s6 h(x) clia bién ng&u nhién X

E[h(X)] = 37 hlx) - p(x),

xeb
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Bién ngéu nhién roi rac
O®@0000
DPéc trung

Gia tri ky vong

Tung xc xac 6 mét, dong chét.

Gia tri ky vong:
E[X] = Zk px(k) = Zk 35

Vidu 2

>
>
>
>
>
|

Chon modt sb nguyén duong k bat ky vai xac suét o

Gia tri ky vong:

E[X] = Zk px() =3 o kK _y
k= 1
e
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Bién ngéu nhién rdi rac
[e]e] le]e]e]
DPéc trung

Gia tri ky vong

m V6i a, b la cic hing sb:

E[aX +b] = > _(ax + b) - p(x)

xeb
=ay x-p(x)+bY_ p(x)
xeD xeD

- (a0 53]

= V6i X, Y |a c&c bién ngau nhién rdi rac:

ElaX +bY]= > (ax+by) p(x.y)
xeDy,yeDy

=3 ax(z p(X,y)) + 3 by (Z p(x,y)>

x€Dy y€EDy y€EDy x€Dy

=ay x-p(X)+b>  y-py)

xeDy yeDy
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Bién ngéu nhién rdi rac
[e]e]e] Je]e]

DPéc trung

Phuong sai - do 1éch chuén

Dé do mirc d6 phan tan clia di liéu, ta ding dén phwong sai va dé léch chuan.

Phuong sai clia bién ngau nhién X (variance)

Var[X] = > " (x — E[X])®p(x) = E[(X — E[X])?]
xeD

Ky hiéu khac: 0)2(, o2.
Do léch chudn (standard deviation)

— 2
X =1

Phuong sai (va do léch chudn cang I16n) — phan phdi cang phan tan ra xa so vdi trung
binh.
[ ]
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Bién ngéu nhién rdi rac
O000e0
DPéc trung

Phuong sai - do 1éch chuén

C4ch tinh khac clia phuang sai:

Var[X] = 3 (x — E[X])? - p(x)

xeb
=D x®-p(x) —2E[X] > x - p(x) + EX* Y p(x)
xeD xeD xeD

= E[X?] — 2E[X] - E[X] + E[X]?

e e
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Bién ngéu nhién rdi rac
O0000e
DPéc trung

Phuong sai - do 1éch chuén

Phuong sai clia ham sb h(x) clia bién ngiu nhién X

Var[h(X)] = D _ (h(x) — E[h(X)])*p(x)

xebD
Vi a, b la cac hang sb:

Var[aX + b] = > (ax + b — E[aX + b])*p(x)
xeD

= "(ax+ b — (aE[X] + b))p(x)
xeb

= & (x - E[X])*p(x)

xeD

=&Y (x— EX)*p(X)

xeD

=| &®Var[X] °
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Bién ngéu nhién rdi rac
[ Jefele}
M6t s6 phan phdi roi rac

Phan phdi Bernoulli

Mat thi nghiém c6 2 két qué "thanh cong", "that bai"; xac suét thanh cong p; bién ngau
nhién X thod X("thanh cong") = 1 va X("that bai") = 0.

Phan phéi Bernoulli (Bernoulli distribution)

Bién ngu nhién X dugc goi 1a c¢6 phan phéi Bernoulli néu ham khéi xac suat py (x)

thoa:
p (x=1)
px(x)=q1-p (x=0)
0 (con lai)

Ky hiéu: X ~ B(1, p), véi p € (0,1).

m Kyvong: E[X]=p
m Phuong sai: Var[X] = p(1 — p)
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Bién ngéu nhién roi rac
0e00
M6t s6 phan phdi roi rac

Phan phéi Bernoulli

Cho mét cau hdi tric nghiém 5 cau; c6 ding 1 ddp &n chinh xéc.
- U VD S )=P(X=1)=02
Goi X la so cau tra 10i dung. = gﬁgo; _ PEX _ 0; _ 8.8

& day, X ~ B(1,0.2).
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Bién ngéu nhién rdi rac
0000
M6t s6 phan phdi roi rac

Phan phéi nhi thirc (Binomial distribution)

Mét thi nghiém c6 2 két qué "thanh cong", "that bai" dugc Iap lai n 1an doc 1ap; xac suét
thanh cong p & mai thi nghiém.

X4c sut dé thanh cong k 14n Ia (Z) pk(1 — p)n=k.

Phan phéi nhi thiic

Bién ng&u nhién X dugdc goi 1a ¢ phan phdi nhi thitc néu ham khéi xac suét px (x)
thoa:
N —p)"* (x=0,1,2,....n
pX(X): (X)p ( p) (X K b AR )
0 (con lai)

Ky hiéu: X ~ B(n, p), véi p € (0,1).

bac trung

m Ky vong: E[X] = np
m Phuong sai: Var[X] = np(1 — p)
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Bién ngéu nhién roi rac
[e]e]e] )
M6t s6 phan phdi roi rac

Phan phéi nhj thirc

Cho mét bai trac nghiém gdm 40 cau tréc nghiém nhu & Vi du 3.
Goi X 1a s6 cau tra 18i ding. Khi dé, X ~ B(40,0.2).
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Bién ngéu nhién lién tuc

Sao lugc

Bién ngau nhién lién tuc
m Phan phdi x4c sut
m Ham mat do xac suat
m Ham phan phéi tich luy
m Dac trung
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Bién ngéu nhién lién tuc
[ ]
Phan phéi xac suat

Phan phéi xac suat

Bién ngau nhién lién tuc (Continuous random variable) thoa 2 diéu kién:
= Mién gid tri 12 mét (tap hop) cac doan trén truc s6
m P(X=c)=0Vec.

Phan ph0| xac suat cho b|et xac suat t8ng (1a 1) dudc phan phdi nhu thé nao cho céc
"doan" gid tri khac nhau clia bién ngau nhién X.
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Bién ngéu nhién lién tuc
[ Jelele]
Ham mat do x4c suat

Ham mat do xac suat

Ham mat do xac suét (probability density function - pdf)
b
f(x) == P(a< X < b) = / f(x)dxVa< be R
a

Ham mat do xac suét thoa 2 diéu kién:

f(x)dx =1

—00

{0<fx(x)<1vXeR
oo
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Bién ngéu nhién lién tuc
0@00
Ham mat do xac suét

Ham mat do xac suat

Chon X ngau nhién trong doan [0; 27].

1
= Fod) = {er (x € [0;27])
0 (con lai)

Cho X ¢6 ham méat do
_Jax" (xe[0;1])
Bx(x) = {o (con lai)

Khi d6, tU diéu kién thi 2 clia ham mat dd xac suét, tinh dugc a = n+ 1.
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Bién ngéu nhién lién ty
[e]e] o]
Ham mat do x4c suat

Ham mat do xac suat

0.2

0.1

Hinh: Ham mat do xac suat cho vi du 5
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Bién ngéu nhién lién ty
[e]e]e] ]
Ham mat do x4c suat

Ham mat do xac suat

Hinh: Ham mat do xac suat cho vi du 6, véi n = 4
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Bién ngéu nhién lién tuc
[ leJele]

Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy (cumulative distribution function - cdf)

Fx() = PX <) = [

Nhu vay, ta c6: | fx(x) = Fx(x) |

Khac véi bién roi rac, ta ludn cé
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)

b
— Fy(b) — Fx(a) = / fe(x)dx |va < b e R.

16/07/2019
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Bién ngéu nhién lién tuc
[e] lele]
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

Hinh: Y nghia hinh hoc cGia ham phan phéi tich luy
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Bién ngéu nhién lién tuc
[e]e] o]
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

0.5

Hinh: Ham phan phéi tich Iu§ cho vi dy 5

PiMA 2019 Phuc H. Lam Bién ng4u nhién



Bién ngéu nhién lién tuc
[e]e]e] ]
Ham phan phéi tich luy

Ham phan phéi tich luy

0.5

-0.5 0 0.5 1 1.5

Hinh: Ham phan phéi tich Iu§ cho vi dy 6, véi n = 4
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Bién ngéu nhién lién tuc
00000

DPéc trung

Dac trung

Gia tri ky vong
oo
E[X] = / X - fx(x)ax
Ngoai ra, véi ham s6 lién quan t6i bién ngau nhién,

E[h(X)] = / ™ h(x) - fe(x)dx

—o0

Ky hiéu khac: ux, p-
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Bién ngéu nhién lién tuc
(o] Jelele]

DPéc trung

Dac trung

Phuong sai

Var[X] = /Oo (x — EIX])?fx(x)dx = E[(X — E(X))?]

—o0

Ky hiéu khac: 02, o2

Do léch chudn

_ /.2

ox o%
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Bién ngéu nhién lién tuc
00800
DPéc trung

Dac trung

Céc cdng thiic sau van ding dbi véi bién ngdu nhién X, Y lién tuc:

 E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]
m E[laX + b] = aE[X] + b
m Var[X] = E[X?] — E[X]?
m Var[aX + b] = a2Var[X]
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Bién ngéu nhién lién tuc
00080
DPéc trung

Dac trung

Phan vi thir 100p (pth quantile)
Cho p € [0; 1]. Phan vi thit 100p (ky hiéu n(p)) cla X | gid tri thoa

p = Fx(n(p))
Hodc ta cling ¢ thé viét n(p) = Fy ' (p).

Fx(x) la ham lién tuc, tng tir 0 t6i 1, nén gia tri n(p) ludn tn tai.
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DPéc trung

Bién ngau nhién lién tuc
0000e

So sanh: Roi rac - lién tuc

Phan phbi Rdi rac \ Lién tuc

Mién gia tri H@u han hodc v han dém dugc | V6 han khong dém duogc
Ham khéi xac suat Ham mat do xac suat

Ham > px(x) =1

xeD

/Oo fx(x)dx =1

—o0

Ham phan phébi

Fx() = 3 px(y)

Fx(x) = /X fi(t)dt

Phuong sai

xebD
E [(X - E(X))?]

tich luy v y<x _
Gié tri ky vong E[X] = X;X “Px(X) E[X] = /Oo X - fx(x)dx
XE —0o0
>~ (x = E[X])% px(x) = /oo (x — EX])2fx(x)dx =

—o0

E [(X — E(X))?]

PiMA 2019

Phuc H. Lam

Bién ngdu nhién
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Mot sb phan phéi lién tuc

Sao lugc

Mot s phan phéi lién tuc
m Phén phoi déu
m Phan phéi chuin
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Mot sb phan phéi lién tuc
[ eJele]

Phan phéi déu

Phan phéi déu (continuous uniform distribution/ rectangular distribution)

Chon moét gid tri bat ky trén doan [a; b].

Phan phéi déu
Bién ngéu nhién lién tuc X c6 phan phdi déu trén doan [a; b] (ky hiéu X ~ U(a, b)) néu
ham mat dé xac suat fy(x) thoa

1
() = {b—a (x € L& b

0 (con lai)

T d, ta tinh duwgc ham phan phéi tich luy clia X nhu sau:

Ham phan phéi tich Iu§ clia X ~ U(a, b)

0 (x < a)
Fx(0 =4 3—= (xelab)
1 (x > b) °
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Phan phéi déu

Phan phéi déu

0.4

0.2

Hinh: Ham mat do xac suatvéia=1,b = 4
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Phan phéi déu

Phan phéi déu

0.5

Hinh: Ham phan phéi tich luj véia = 1,b = 4
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Mot sb phan phéi lién tuc
[e]e]e] ]
Phan phéi déu

Dac trung cla phan phéi déu

Dac trung clia phan phdi déu

a+b
2

m Ky vong: E[X] =

(b a)?
12

m Phuong sai: Var[X] =
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Mot sb phan phéi lién tuc
000000000000
Phan phéi chuin

Phan phéi chuan

Phan phéi chudn (Gauss) (normal distribution)

Ham mat do xac suét:

1 (x = w)?
eX| =
oVan £ { 202
Ky hiéu: X ~ N(u, 0?), v6i o > 0.

oo
Vi f(x) nhu trén, ta ludn ludn cc’):/ Fe(X)dx = 1.

Dic trung clia phan phéi chuin

Cho X ~ N(u, o2). Khi d6:
m Kyvong: E[X] = p
m Phuong sai: Var[X] = o2 (D6 léch chuén: o)
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phan ph n tuc
O®0000000000
Phan phéi chuin

Phan phéi chuan

Hinh: Phan phéi chuén véi p = 0;0 = 3;0 = 2,0 = 1;0 — 0.3
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Mot sb phan phéi lién tuc
00@000000000
Phan phéi chuin

Phan phéi chuan tac

Phan phéi chudn tac
Z ~ N(0, 1) dugc goi la phan phéi chuén tac, véi

2
) = % exp (—2)

Ky hiéu ham phan phéi tich luy clia Z la

Kt qua: V6i X ~ N(y1,02), ta cé:| aX + b~ N(ay + b, 2%0) |

X=n N(0, 1). (Phan phéi chudn — Phan phéi chuén tac)
g

_ X — _
XwN(u,J).SuyraP(agxgb):P(a poXom b “)

() )

g g g
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Mot sb phan phéi lién tuc
000000000000
Phan phéi chuin

Phan phéi chuan tac
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Mot sb phan phéi lién tuc
[e]e]e]e] Telelele]ele]e)
Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin
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Mot sb phan phéi lién tuc
000008000000

Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

N R 1 1 1 2
Hinh: Phan phéi B(18, §)véN(18v 3 18- — - 5)

PiMA 2019 Phuc H. Lam Bién ng4u nhién



Mot sb phan phéi lién tuc
O00000@00000

Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

X , 1
Hinh: Phan phéi B(36, §)van@s.
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Mot sb phan phéi lién tuc
0000000 e0000
Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

., N |
Van dé: v6i n 6n, viéc tinh (Z) - W (va xét B(n, p)) trd nén kh khan.

Udc lugng phan phéi nhi thic

X ~ B(n, p). Néu n d 16n va p khong qua g&n 0 hoac 1 thi
B(n, p) ~ N(np, np(1 — p)).

Xép xi thudng t6t khi np(1 — p) > 10, ho&c khi cd np > 5va n(1 — p) > 5.
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Mot sb phan phéi lién tuc
00000000000

Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

Bai toan: Tung dong xu can déi 10000 Ian. Tinh xac suét dé sb Ian xuét hién mat nglra
nam trong doan [4850; 5100].

Giai: Goi X ~ B(10000, 0.5) & s6 1an xuat hién mat ngira.
Khi d6 X ~ N(10000 - 0.5,10000 - 0.5 - (1 — 0.5)) ~ N(5000, 502)

4850 — 5000 - X — 5000 < 5100 — 5000
50 - 50 - 50
X — 5000 <2)

50

P(4850 < X < 5100) = P(

)

= P(-3<

= ®(2) — &(—3) ~ 0.9759
5100

Xac suét chinh xac: P(4850 < X < 5100) = > (79%%)2-10000 ~ 0.9765
k=4850

PiMA 2019 Phuc H. Lam Bién ngdu nhién 16/07/2019



Mot sb phan phéi lién tuc
000000000800
Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

Udc lugng phan phdi nhi thire trén 13 mot trudng hop dac biét clia Dinh ly gidi han
trung tam (Central Limit Theorem):

Binh Iy gidi han trung tam

Cho Xi, Xz, -+ lacac pién ngau nhién dugc dinh nghia trén cung moét khong gian xac
suat, co cung phan phbi, déc 1ap 14n nhau, cling cé ky vong u va phuong sai o2 hitu
han.

Xétt8ng Sp = -7, X;. Khi dé
Sn ~ N(nu, no?)
khi n tién vé v6 cling.

Cau hdi: cac bién X; trong truding hop phan phéi nhi thiic ¢é phan phéi gi?
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Mot sb phan phéi lién tuc
000000000080
Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

Hiéu chinh lién tuc (continuity correction)

Khi dung phan phbi chudn xap xi bién X rdi rac nhan gia tri nguyén va a € Z:

P(X < a)=P(X < a+05)
P(X > a) = P(X > a—0.5)

Xap xi nay t6t hon khi s& dung mdt a.
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Mot sb phan phéi lién tuc
00000000000 e
Phan phéi chuin

Ung dung ctia phan phéi chuin

Xac suat mot hoc sinh rét mon 1a 0.8. Xét mot I6p ¢6 64 hoc sinh. Goi X la s6 hoc sinh
rét mén (nhu vay, X ~ B(64,0.8)). Tinh xac suat dé cé khdng qué 50 hoc sinh rét mén!

Tinh theo phan phéi nhi thitc: P(X < 50) = -0, 0.8/0.264— ~ 0.4019
X&p xi bing phan phéi chuén: X ~ N(64-0.8,64 -0.8-0.2) = N(51.2,10.24%) =

P(X < 50) ~ ¢(5°1;%) ~ 0.3557

Xap xi bang phan phdi chuén (cé hiéu chinh lién tuc):

P(X < 50.5) = q>(5°fo#) ~ 0.4129

Nhan xét: hiéu chinh lién tuc cho xap xi t6t hon.
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