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LỜ I C Ả M Ơ N

Lời đầu tiên, chúng em xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến Ban Tổ chức Trại hè PiMA vì đã
trao cơ hội, tạo điều kiện tốt nhất cho chúng em được học tập, nghiên cứu các vấn đề Toán
học và ứng dụng trong suốt hai tuần vừa qua. Những trải nghiệm và kiến thức chúng em
tích lũy được có ý nghĩa rất lớn đối với bản thân mỗi thành viên trong nhóm, đây chắc chắn
sẽ là hành trang quý báu, nâng bước chúng em trên con đường nghiên cứu khoa học, chinh
phục tri thức.

Chúng em xin chân thành cảm ơn các anh chị Mentors đã nhiệt tình giảng dạy, giải đáp
những thắc mắc, tận tâm hỗ trợ chúng em trong việc học tập, nghiên cứu. Cảm ơn các anh
chị trong BTC đã nỗ lực làm việc để tổ chức những buổi giao lưu, vui chơi, giúp trại sinh
chúng em hòa đồng, thêm hiểu biết về lẫn nhau, có những trải nghiệm tốt không kém sinh
hoạt tập thể trực tiếp. Cảm ơn các anh chị diễn giả đã cung cấp cho chúng em rất nhiều
thông tin bổ ích, mở rộng góc nhìn của chúng em về Data Science, giúp chúng em định
hướng rõ ràng hơn về con đường tương lai. Đặc biệt, chúng em xin cảm ơn anh Trần Hoàng
Bảo Linh và anh Nguyễn Nguyễn đã theo sát và giúp đỡ nhóm từ lúc bắt đầu cho đến khi
hoàn thành dự án, có được bài báo cáo này.

Sau hai tuần tham gia PiMA, chúng em không chỉ thu về được một lượng lớn kiến thức bổ
ích về Toán học và Khoa học dữ liệu mà còn được trải nghiệm việc nghiên cứu, thuyết trình
dự án, viết báo cáo, làm việc nhóm cùng những người bạn chưa quen biết trước. Nhờ vậy,
chúng em được rèn luyện và nâng cao nhiều kỹ năng cần thiết cho tương lai, được giao lưu,
kết bạn với các anh chị, các bạn trại sinh tài năng, nhiệt huyết, thân thiện. Hy vọng trong
những năm tiếp theo, PiMA có thể tiếp tục phát triển để lan toả niềm đam mê Toán học
cùng những ứng dụng thú vị, bổ ích của Toán đến các bạn học sinh THPT, giúp các bạn trải
nghiệm những điều tốt đẹp, ý nghĩa giống (và hơn) chúng em.

Trong quá trình làm việc, do thời gian chỉnh sửa không nhiều cũng như trình độ của nhóm
tác giả có hạn, tuy đã rất cố gắng nhưng sai sót là điều khó tránh khỏi. Chúng em rất mong
nhận được góp ý và chia sẻ từ các anh chị Mentors và bạn đọc để nhóm có thể hoàn thiện
dự án tốt hơn!
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TÓ M T Ắ T N Ộ I D U N G

Trong Khoa học dữ liệu, giảm chiều dữ liệu là một bài toán rất quan trọng, với mục tiêu
biểu diễn các điểm dữ liệu (ban đầu ở chiều cao) ở chiều thấp hơn sao cho một số tính chất
tối ưu được thỏa mãn. Trong đó, Isomap là một thuật toán giảm chiều dữ liệu phi tuyến
tính khá thông dụng. Ở bài báo cáo này, chúng tôi xin trình bày tổng quan về Isomap, mô
tả, giải thích cụ thể các bước của thuật toán cùng việc áp dụng mô hình, các cải tiến của
Isomap. Hy vọng sẽ cung cấp nhiều thông tin hữu ích cho bạn đọc!
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1 TỔ N G Q UA N V Ề IS O M A P

1.1 Giới thiệu

1. Isomap (tên đầy đủ: isometric mapping) là thuật toán giảm chiều dữ liệu phi tuyến
tính với mục tiêu bảo toàn tốt nhất khoảng cách geodesic giữa các điểm dữ liệu trên
đa tạp.

Thuật toán Isomap mở rộng các kỹ thuật cổ điển của phân tích thành phần chính
(PCA) và chia tỷ lệ đa chiều (MDS) cho một lớp đa tạp phi tuyến tính. Thay vì sử dụng
khoảng cách Euclidean, Isomap sử dụng khoảng cách trắc địa (Geodesic) được tạo
ra bởi một biểu đồ lân cận. Thay đổi này giúp kết hợp cấu trúc đa tạp trong kết quả
nhúng chiều thấp.

2. Các khái niệm liên quan:

• Đa tạp: một không gian topo n-chiều sao cho với mỗi điểm, ta có thể xác định
được một lân cận U xung quanh điểm đó và tồn tại V thuộc không gian Euclide n-
chiều sao cho U đồng phôi với V. Hay nói nôm na, đa tạp là một không gian topo
n-chiều mà cục bộ tại gần mỗi điểm, giống với không gian Euclidean n-chiều.

Hình 1: Hình xuyến là đa tạp 2 chiều

• Khoảng cách geodesic (còn gọi là khoảng cách trên đa tạp) là đường đi ngắn nhất
giữa 2 điểm trên cùng 1 đa tạp khi đi dọc đa tạp đó.

Hình 2: Khoảng cách Euclidean và Geodesic
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1.2 Tầm quan trọng và cách xác định khoảng cách geodesic

1. Việc bảo toàn khoảng cách geodesic quan trọng vì khoảng cách geodesic:

• Nắm bắt chân thực cấu trúc hình học phi tuyến tính tương ứng với chiều cong.

• Phản ánh quá trình chuyển đổi dọc theo đa tạp.

Những điểm nằm cách xa nhau dọc theo bề mặt đa tạp có thể gần nhau theo khoảng
cách Euclidean. Vì vậy, bảo toàn khoảng cách Geodesic, thay vì bảo toàn khoảng cách
Euclidean, giúp duy trì cấu trúc hình học của đa tạp.

2. Cách xác định khoảng cách geodesic:
Khoảng cách geodesic thường không thể xác định chính xác (trừ khi ta biết trước đa
tạp đúng).
Trong thực tế, ta chỉ được cung cấp một tập dữ liệu X được lấy mẫu từ một đa tạp M
chưa biết, ta có thể xấp xỉ khoảng cách geodesic bằng đường đi ngắn nhất trên đồ thị
lân cận được xây dựng dựa trên tập dữ liệu.

Hình 3: Tính xấp xỉ khoảng cách geodesic bằng đường đi ngắn nhất trên đồ thị lân cận

1.3 Ý tưởng chính

Tìm các điểm trên không gian ít chiều sao cho khoảng cách Euclidean giữa chúng xấp xỉ
với khoảng cách đồ thị trên đa tạp mà ta đo được ở không gian nhiều chiều.
Dựa trên ý tưởng chính, ta xác định được hai vấn đề cần giải quyết:

1. Tính khoảng cách Geodesic giữa hai điểm dữ liệu bất kỳ để lập ma trận khoảng cách:
Một tập dữ liệu luôn có tính rời rạc, do đó, cơ bản nó là xấp xỉ rời rạc của một đa tạp.
Vì vậy, việc tính geodesic distance giữa hai điểm bất kỳ giống như việc xấp xỉ nó bằng
cách xây dựng đồ thị trên các điểm dữ liệu ban đầu. Cách thực hiện:

• Nếu hai điểm "gần nhau", thì ta sẽ xấp xỉ geodesic distance giữa hai điểm đó
bằng Euclidean distance (Bước 1 - xây dựng đồ thị lân cận, việc "gần nhau"được
xác định dựa trên hằng số k chọn trước)

• Thiết lập geodesic distance giữa hai điểm bất kỳ bằng shortest path search
algorithms. Tương quan ở đây: geodesic là khoảng cách ngắn nhất trên đa tạp,
khi ta rời rạc hóa là đường đi ngắn nhất trên đồ thị. (Bước 2 - tìm đường đi ngắn
nhất trên đồ thị)

2. Giảm chiều dữ liệu sao cho khoảng cách geodesic giữa các điểm dữ liệu được bảo
toàn tốt nhất. (Bước 3 - Áp dụng cMDS cho ma trận khoảng cách đã tính được)



Thuật toán Isomap 3

2 TH U Ậ T T OÁ N IS O M A P

Dữ liệu đầu vào:
X =

[
x1 x2 ... xn

]
với xi ∈ Rq và số chiều dữ liệu cần đạt được sau khi giảm chiều là p.
Dữ liệu đầu ra:

Yp =
[
y1 y2 ... yn

]
với yi ∈ Rp sao cho hàm mất mát

L(Yp) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(dij− ‖ yi − yj ‖)
2

đạt giá trị nhỏ nhất.
Lý do lựa chọn hàm mất mát: Mục tiêu của thuật toán là bảo toàn tốt nhất khoảng cách
geodesic giữa các điểm dữ liệu. Ta mong muốn khoảng cách euclidean giữa các điểm dữ
liệu được biểu diễn ở chiều thấp xấp xỉ khoảng cách geodesic (dij) đo được ở chiều cao tốt
nhất có thể. Tương đương với việc chênh lệch giữa hai khoảng cách này càng nhỏ thì thuật
toán bảo toàn càng tốt.
Thuật toán gồm 3 bước chính:

1. Xây dựng đồ thị vùng lân cận (neighbor graph).

2. Tính toán khoảng cách đồ thị giữa từng cặp điểm dữ liệu trên toàn dataset.

3. Giảm chiều dữ liệu - Áp dụng thuật toán cMDS.

Nội dung cụ thể từng bước sẽ được trình bày trong những phần sau.

2.1 Xây đựng đồ thị vùng lân cận (neighbor graph)

Dữ liệu đầu vào:
X =

[
x1 x2 ... xn

]
với xi ∈ Rq ∀i ∈ {1, 2, ..., n} và k ∈ R là 1 siêu tham số biểu thị số đỉểm gần nhất được nối
với 1 điểm.
Dữ liệu đầu ra: D = {dij} ∈ Rn×n trong đó dij là khoảng cách trực tiếp từ i tới j nếu có cạnh
nối giữa i và j, nếu không thì dij = +∞.
Có 3 thuật toán chính để giải quyết bài toán này là thuật toán brute force, thuật toán kd-tree
và thuật toán ball tree. Và dưới đây sẽ là mô tả thuật toán brute force và thuật toán kd-tree.

2.1.1 Thuật toán brute force

Thuật toán
∀i ∈ {1, 2, ..., n} ta làm các bước sau:

1. Tính khoảng cách từ xi tới xj ∀j ∈ {1, 2, .., n} và lưu lại các giá trị này trong 1 danh
sách.

2. Sắp xếp danh sách này tăng dần.
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3. Duyệt qua k + 1 điểm xj gần nhất với xi, đặt t là khoảng cách từ xi tới xj. Ta cập nhật
dij = t và dji = t. (Lưu ý: cập nhật luôn cả dji là cần thiết vì ta muốn đồ thị của ta là
vô hướng để đảm bảo ma trận khoảng cách sau khi chạy thuật toán đường đi ngắn
nhất là đối xứng.)

Các cạnh không được cập nhật sẽ được gán = +∞.
Độ phức tạp
Do phải xếp sắp lại n lần và độ phức tạp mỗi lần săp xếp là O(n log n), nên độ phức tạp của
thuật toán này là: O(n2 log n).

2.1.2 Thuật toán kd-tree

Thuật toán bruteforce tốn nhiều thời gian do phải tính tất cả khoảng cách giữa 2 cặp điểm.
Nhưng điều này là không thật sự cần thiết vì nếu 2 điểm ở thật sự xa nhau thì ta không cần
tính khoảng cách giữa chúng. Vì vậy, ta sẽ muốn xây dựng 1 cấu trúc dữ liệu để chia dữ
liệu của ta thành các vùng. Sau đó ta có thể duyệt nhánh cận qua các điểm dữ liệu để tối
thiểu số điểm cần phải duyệt. kd-tree chính là cấu trúc dữ liệu mà ta cần.
Tổng quan về kd-tree

1. Kd-tree là 1 cây nhị phân.

2. Mỗi đỉnh trên cây sẽ chứa 1 điểm dữ liệu. tính chất của điểm dữ liệu này sẽ được trình
bày cụ thể hơn tại bước xây dựng cây.

3. Để thuận tiện cho bài toán KNN thì ta sẽ định nghĩa thêm 2 biến plow và phigh là vị
trí 2 đỉnh đối diện của 1 hình hộp chữ nhật trong không gian Rq. cụ thể, nếu điểm x
thuộc hình hộp chữ nhật này thì: plow

i ≤ xi ≤ phigh
i ∀i ∈ {1, 2, ..., q} . Khi đó ta cũng

có khoảng cách từ y là 1 điểm bất kì trong Rq tới hình hộp chữ nhật này là:

1
4

q

∑
i=1

(|yi − plow
i |+ |yi − phigh

i | − phigh
i + plow

i )2

Hình 4: khoảng cách từ các điểm khác nhau tới hình hộp chữ nhật trong R2

4. Đỉnh ưu tiên: t là 1 điểm đang thực hiện truy vấn trên cây, ta đang ở đỉnh x có tầng là
h trên cây. r = (x mod q) + 1. Nếu tr ≤ xr thì đỉnh ưu tiên là đỉnh con bên trái, nếu
không thì đỉnh ưu tiên là đỉnh con bên phải.
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Bước 1: Xây dựng kd-tree từ dữ liệu đầu vào
Thêm lần lượt các điểm dữ liệu xi vào cây theo các bước sau:

1. Bắt đầu từ đỉnh gốc của cây.

2. Nếu đỉnh hiện tại là NULL thì xuống bước 3, nếu không thì xuống tiếp đỉnh con ưu
tiên và lặp lại bước 2.

3. Thêm đỉnh mới tại vị trí này có giá trị là xi và lưu lại plow, phigh là surrounding box
của xi dựa trên plow, phigh của đỉnh cha của nó.

Hình 5: các điểm dữ liệu và cây tương ứng

Bước 2: Tìm k điểm dữ liệu gần nhất ứng với từng điểm dữ liệu xi
Khởi tạo D (D chứa k điểm dữ liệu gần với xi nhất).
Tại mỗi đỉnh xj, ta thực hiện các bước sau:

1. Nếu khoảng cách từ xi tới hình hộp chữ nhật chứa xj không gần hơn khoảng cách tới
điểm dữ liệu xa thứ k trong D thì ngừng duyệt tiếp các con của xj.

2. Cập nhật khoảng cách từ xi tới xj vào D.

3. Gọi đệ quy xuống đỉnh con ưu tiên của xi, sau đó gọi đệ quy xuống đỉnh còn lại.

Nhận xét.
Trong 1 số trường hợp, thuật toán không thể tránh khỏi việc phải kiểm tra tất cả đỉnh trên
cây. Dưới đây là 1 ví dụ.
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Hình 6

Có thể thấy mặc dụ p là điểm có vị trí khá xa với q trên cây, nhưng p lại là điểm gần q nhất.
Vì vậy, ta có thể sẽ phải duyệt qua hầu hết các điểm để tìm được điểm gần q nhất. Do đó, độ
phức tạp của thuật toán tìm kiếm trong trường hợp xấu nhất vẫn là O(n log k) (O(n) nếu
sử dụng fibonacci heap) dẫn đến độ phức tạp của thuật toán này là (O(n2 log k) O(n2) nếu
sử dụng fibonacci heap). Tuy vậy, trong thực tế (khi cây tương đối cân bằng và các điểm dữ
liệu phân bố ngẫu nhiên) thì thuật toán sẽ giảm thiểu được rất nhiều điểm dữ liệu cần kiểm
tra. Do vậy mà thuật toán kd-tree vẫn nhanh hơn nhiều so với thuật toán brute force.

2.2 Tính toán khoảng cách đồ thị giữa từng cặp điểm dữ liệu trên toàn dataset

Ở bước này, ta sẽ dùng thuật toán Dijkstra. Cụ thể, ta sẽ bắt đầu bằng việc chọn 1 điểm
ngẫu nhiên và hàng chờ các điểm sẽ được xét. Gọi đó là điểm A và hàng chờ Q.
Ta xét độ dài cạnh AAi với Ai là các điểm có liên kết với A. Sau đó, ta thêm vào Q các điểm
Ai kèm khoảng cách đối với A tương ứng theo thứ tự khoảng cách tăng dần.
Cuối cùng ta thực hiện vòng lặp sau:

• Xét điểm đầu tiên trong hàng chờ (gọi điểm này là L), lần lượt xác định khoảng cách
từ A đến các điểm có liên kết với L bằng tổng khoảng cách từ A đến L cộng khoảng
cách từ L đến điểm đó. Cập nhật khoảng cách đồ thị của các điểm này nếu tổng trên
nhỏ hơn chỉ số hiện tại.

• Bổ sung các điểm cùng khoảng cách vào hàng chờ Q sao cho vẫn đảm bảo tính tăng
của hàng chờ.

• Loại điểm L ra khỏi hàng chờ.

Thuật toán sẽ dừng lại khi tất cả các điểm trong dataset đã được xét.

2.3 Giảm chiều dữ liệu - Áp dụng thuật toán cMDS

Sau hai bước trên, ta có được ma trận chứa thông tin về các geodesic distances giữa các điểm
dữ liệu: D = {dij}1≤i,j≤n. Mục tiêu của chúng ta là giảm chiều của tập dữ liệu {x1, · · · , xn}
thành các điểm dữ liệu y1, · · · , yn với chiều p bé hơn, sao cho tất cả các khoảng cách
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||yi − yj|| là xấp xỉ khoảng cách geodesic dij giữa xi và xj tốt nhất có thể. Do đó, ta thiết lập
hàm mục tiêu cần tối ưu

L(Yp) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(dij− ‖ yi − yj ‖)
2

với
Yp =

[
y1 y2 · · · yn

]
là ma trận chứa các điểm dữ liệu đã được giảm chiều, yi ∈ Rp với mọi 1 ≤ i ≤ n. Để
giải quyết bài toán tối ưu trên, ta sử dụng thuật toán Classical Multidimensional Scaling
(cMDS).

2.3.1 Các bước áp dụng cMDS

Ta áp dụng thuật toán Classical Multidimentional Scaling (cMDS) với ma trận D, gồm 4
bước như sau:

1. Lập ma trận bình phương khoảng cách D(2) = {d2
ij}1≤i,j≤n.

2. Áp dụng double centering K = −1
2 HD(2)H, với H là centering matrix H = In − 1

n Jn,
trong đó In ∈ Rn×n là ma trận đơn vị và Jn ∈ Rn×n là ma trận có tất cả các phần tử là
các số 1.

3. Xác định các trị riêng và hệ vector riêng trực chuẩn tương ứng của K và thực hiện
chéo hóa K = VΛVT, trong đó:

• Λ là ma trận đường chéo với các phần tử là n trị riêng λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn của K.

• V là ma trận chứa các cột là hệ vector riêng trực chuẩn

V =
[
v1 v2 · · · vn

]
trong đó v1, v2, · · · , vn lần lượt là vector riêng (trực chuẩn) tương ứng với các trị
riêng λ1, λ2, · · · , λn

4. Chọn p trị riêng lớn nhất và các vector riêng tương ứng, ta được ma trận output

Yp = Λ
1
2
p VT

p

2.3.2 Chứng minh thuật toán

1. Một số kiến thức, tính chất quan trọng

Định nghĩa 2.1. (Cơ sở). Cho không gian vector V và U là một không gian con của V .
Một cơ sở (basis) của U là một tập hợp S gồm các vectors (có thể vô hạn) thuộc U thỏa
mãn:

• Các vectors trong S độc lập tuyến tính với nhau.

• Tập sinh bởi các vectors này cũng là U: Span(S) = U

Định nghĩa 2.2. (Cơ sở trực chuẩn) Một tập hợp vectors tạo thành một tập hợp trực
chuẩn nếu tất cả vectors trong tập hợp trực giao (hay vuông góc) và tất cả đều có độ
dài bằng độ dài đơn vị (bằng 1). Một tập hợp trực chuẩn tạo thành một cơ sở được gọi
là cơ sở trực chuẩn.
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Định nghĩa 2.3. (Ma trận trực giao) Ma trận A ∈ Rnxn được gọi là trực giao nếu:

AT A = In

Nhận xét 2.4. Các dòng (hoặc cột) của một ma trận trực giao tương ứng với một cơ sở trực
chuẩn của Rn

Tính chất 2.5. Nếu ma trận A ∈ Rnxn là ma trận trực giao thì: AT A = AAT = In

hay AT là ma trận nghịch đảo của A.

Định nghĩa 2.6. (Ma trận đối xứng) A ∈ Rnxn được gọi là ma trận đối xứng nếu:

AT = A

Định lý 2.7. (Định lý về phổ - Spectral Theorem) Ma trận đối xứng cấp n có n trị riêng thực.

Tính chất 2.8. Ma trận đối xứng cấp n có n vectors riêng trực chuẩn.

Chứng minh: Gọi vi, vj là 2 vectors riêng chuẩn (độ dài bằng 1) ứng với 2 trị riêng
khác nhau λi, λj (1 ≤ i < j ≤ n) của ma trận A.

Ta có: 〈vi, Avj〉 = vT
i Avj = vT

j ATvi = vT
j Avi = 〈vj, Avi〉

Mà 〈vi, Avj〉 = 〈vi, λjvj〉 = λj〈vi, vj〉 ; 〈vj, Avi〉 = 〈vj, λivi〉 = λi〈vi, vj〉
Vì λi 6= λj nên 〈vi, vj〉 = 0 hay vi, vj trực giao ∀1 ≤ i < j ≤ n

Tính chất 2.9. Ma trận A đối xứng cấp n có thể biểu diễn dưới dạng:

A = VΛVT (1)

với Λ ∈ Rnxn là ma trận đường chéo gồm các phần tử trên đường chéo là các trị riêng
của A, V ∈ Rnxn là ma trận gồm các cột là các vector riêng (trực chuẩn) tương ứng.

Chứng minh: Ta có AV = VΛ ⇐⇒ AVVT = VΛVT ⇐⇒ A = VΛVT (VVT = In
do V là ma trận trực giao)

Định nghĩa 2.10. Ma trận A ∈ Rmxn có rank(A) = r, singular value decomposition
(SVD) của A là A = UΣVT, trong đó:

• Σ ∈ Rrxr là ma trận đường chéo gồm các single value: σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr với
σ2

1 , σ2
2 , ..., σ2

r là toàn bộ trị riêng khác 0 của AT A

• V ∈ Rnxr là ma trận gồm các cột là các vector riêng vi (‖ vi ‖= 1) tương ứng với
trị riêng σ2

i

• U ∈ Rmxr là ma trận gồm các vector cột ui (‖ ui ‖= 1) thỏa Avi = σiui

Tính chất 2.11. Biểu diễn (1) là SVD của ma trận A ∈ Rnxn.

Chứng minh: A = VΛVT ⇐⇒ AT = (VΛVT)T = (ΛVT)TVT = VΛVT

=⇒ AT A = VΛVTVΛVT = VΛ2VT =⇒ (AT A)V = VΛ2VTV = VΛ2

Từ đó, có Λ2 là ma trận đường chéo gồm các phần tử trên đường chéo là các trị riêng
của AT A, V là ma trận gồm các cột là các vector riêng (trực chuẩn) tương ứng.

Lại có: AV = ΛV nên biểu diễn (1) chính là SVD của A. (Đpcm)
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Định nghĩa 2.12. (Rank) Hạng của ma trận A là số chiều của không gian dòng của
ma trận đó, ký hiệu là rank(A) hoặc r(A)

Tính chất 2.13. rank(AT A) = rank(AT) = rank(A)

2. Chứng minh thuật toán

• Giả sử tồn tại
Y =

[
y1 y2 · · · yn

]
Y ∈ Rqxn sao cho ‖ yi − yj ‖= dij∀i, j ∈ {1, · · · , n}. Nếu Y thỏa thì:

Y∗ =
[
y1 + c y2 + c · · · yn + c

]
cũng thỏa ∀c ∈ Rq. Không mất tính tổng quát, giả sử: ∑n

i=1(yi) = 0

Xét K = YTY =⇒ Kij = yi
Tyj

Ta có: d2
ij = (‖ yi − yj ‖)2 = (yi − yj)

T(yi − yj) = yi
Tyi + yj

Tyj − 2yi
Tyj

d2
ij = kii + k jj − 2kij (2)

Vì
n
∑

i=1
(yi) = 0 nên:

n
∑

i=1
kij =

n
∑

i=1
yT

i yj =
n
∑

i=1

q
∑

k=1
yikyjk =

q
∑

k=1
yjk

n
∑

i=1
yik = 0 , tức là

tổng mỗi dòng, mỗi cột của K đều bằng 0.

Đặt T = trace(B) =
n
∑

i=1
kii, ta có:

n

∑
i=1

d2
ij =

n

∑
i=1

kii +
n

∑
j=1

k jj − 2
n

∑
i=1

kij = T + nk jj

n

∑
j=1

d2
ij = T + nkii

n

∑
j=1

n

∑
i=1

d2
ij =

n

∑
j=1

(T + nk jj) = nT + n
n

∑
j=1

k jj = 2nT

(3)

Thay (3) vào (2) thu được:

kij = −
1
2

(
d2

ij −
1
n

n

∑
i=1

d2
ij −

1
n

n

∑
j=1

d2
ij +

1
n2

n

∑
j=1

n

∑
i=1

d2
ij

)

hay K = −1
2 HD(2)H, trong đó: H là centering matrix: H = In − 1

n Jn , Jn là ma
trận một nxn và D(2) = {d2

ij}

Dễ thấy K là ma trận đối xứng cấp n. Vì vậy, tìm được n giá trị riêng λ1, · · · , λn
và n vector riêng tương ứng: v1, v2, · · · , vn trực chuẩn.
Đặt:

Λ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn


V =

[
v1 v2 · · · vn

]
V là ma trận trực giao, suy ra VTV = VVT = In
Ta có: KV = VΛ ⇐⇒ KVVT = VΛVT ⇐⇒ K = VΛVT (= YTY)
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• Giảm chiều dữ liệu: Tìm Yp sao cho:

Yp = argmin
Yp

∑
1≤i,j≤n

(dij − ||yi − yj||)
2 = argmin

Yp

||Y>p Yp − K||F.

Lại có rank(YT
p Yp) = rank(Yp) ≤ p. Áp dụng định lí:

Định lí (Low-rank approximation): Cho ma trận A ∈ Rmxn, rank(A) = r, k ≤ r

Ak = argmin
B
{‖ A− B ‖2

F |rank(B) ≤ k} với: Ak = Uk ∑k VT
k

(SVD của A là: A = UΣVT)

Vì vậy, để bài toán tối ưu thì:

YT
p Yp = VpΛpVT

p = VpΛ
1
2
p Λ

1
2
p VT

p nhận Yp = Λ
1
2
p VT

p là nghiệm.

Trong đó Λp là ma trận đường chéo gồm p trị riêng lớn nhất, Vp là ma trận gồm
các cột là các vector riêng tương ứng. (Thuật toán đã được chứng minh)

2.3.3 Trường hợp không có nghiệm tối ưu

Tuy nhiên, ma trận K (Kernel matrix) không phải bao giờ cũng là ma trận bán xác định

dương, nếu K có trị riêng âm thì Λ
1
2
p không xác định thực.

Giải pháp: (Robust Kernel Isomap) Chuyển đổi ma trận K thành Mercer kernel matrix K’
(ma trận này bán xác định dương) bằng cách sử dụng phương pháp constant-shifting.
Các bước thực hiện như sau:
Ký hiệu: K(D(2)) = −1

2 HD(2)H
Tính trị riêng lớn nhất c∗ của ma trận:[

0 2K(D(2))

−I −4K(D)

]
và thiết lập ma trận Mercer kernel matrix K’ bằng công thức:

K′ = K(D(2)) + 2cK(D) + 1
2 c2H

Ma trận K’ bán xác định dương ∀c ≥ c∗, sử dụng ma trận K’ thay cho ma trận K và tiếp tục
thực hiện các bước của bài toán tối ưu.
(Phần chứng minh ma trận K’ bán xác định dương, bạn đọc có thể tham khảo tại: [2])
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3 ÁP D Ụ N G M Ô H Ì N H

3.1 Thuật toán Isomap cơ bản

Ta sẽ tiến hành áp dụng thuật toán Isomap để xem output của thuật toán phụ thuộc vào k
như thế nào và giải thích lý do tại sao lại xảy ra trường hợp như vậy.
Ta sẽ xét các trường hợp ở dataset dưới đây: Swiss Roll với 1500 điểm dữ liệu, Swiss Roll
với 500 điểm dữ liệu và S Curve với 1500 điểm dữ liệu

3.1.1 Tập dữ liệu Swiss Roll với 1500 điểm dữ liệu

1 import sklearn

2 from sklearn import datasets

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import numpy as np

5

6 num = 1500

7 X, t = sklearn.datasets.make_swiss_roll(n_samples=num, random_state=1)

8 xdata = X[:,0]

9 ydata = X[:,1]

10 zdata = X[:,2]

11

12 fig = plt.figure(figsize= (12,8))

13 ax = fig.add_subplot(projection='3d')

14 ax.scatter(xs=xdata, ys=ydata, zs=zdata,c=t, cmap=plt.cm.gist_rainbow)

15 plt.title('Swiss Roll with ' + str(num) + 'pts')

16 plt.show()

Sau khi chạy các dòng code ở trên ta khởi tạo được tập dữ liệu Swiss Roll với 1500 điểm dữ
liệu dưới dạng 3d.

Hình 7: Tập dữ liệu Swiss Roll với 1500 điểm dữ liệu

Tiếp theo ta sẽ chạy thuật toán Isomap với từng giá trị k cho trước ở dưới đây và giảm
xuống 2 chiều để đánh giá thuật toán. Sau khi chạy các dòng code ở dưới ta được hình sau
và rút ra vài nhận xét:
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1 k = [2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 20, 25, 30, 40, 50,80]

2 f = 1

3 fig = plt.figure(figsize = (16,9))

4 fig.subplots_adjust(hspace = 0.3, wspace = 0.45)

5

6 for i in k:

7 ax2=fig.add_subplot(3,5,f)

8 embedding = Isomap(n_neighbors=i)

9 X_transformed = embedding.fit_transform(X[:num])

10 ax2.scatter(x = X_transformed[:,0], y = X_transformed[:,1], c = t,

11 cmap=plt.cm.gist_rainbow, s=2)

12 plt.title('k = ' + str(i))

13 f = f + 1

14 plt.show()

Hình 8: Tập dữ liệu Swiss Roll sau khi giảm chiều với số k tương ứng

Nhận xét 1: Thuật toán chạy tối ưu với giá trị k nằm trong khoảng nhất định, k ∈ [4, 15]

Nhận xét 2: Nếu k quá nhỏ (k = 2 hoặc k = 3), các điểm sau khi giảm chiều nằm san sát
nhau và uốn cong thành hình vòng cung và không cho thấy thông tin gốc (1).
Hơn nữa ở k = 2 đồ thị không thể hiện được tất cả các màu ảnh. (2)

• Lý giải (1): Xét một manifold 2 chiều gồm 6 điểm ABCDEF trong dataset trên (ở hình
3), với k = 3 thì ta có thể thấy khoảng cách geodesic AF = min {AB + BE + EF, AC +
CD + DE + EF}. Nhưng với k = 5 thì khoảng cách geodesic AF = AE + EF, ngắn hơn và
chính xác hơn so với k = 3

• Lý giải (2): Khi số lượng neighbor quá ít, sẽ xảy ra một tình trạng là các điểm sẽ
không liên kết được với nhau (như hình 4). Điều đó dẫn đến việc thuật toán sẽ không
xây dựng được đồ thị lân cận chính xác và thậm chí không tính được khoảng cách
manifold của tất cả các điểm, do có vài điểm không được kết nối với nhau.
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Hình 9: Khoảng cách giữa 2 điểm không tối ưu Hình 10: Các điểm bị rời rạc

Nhận xét 3: Nếu chọn k quá lớn (k > 20), các hình không còn thể hiện đúng khoảng cách
so với hình gốc nữa, và dần bị uốn cong lại giống như chiếu dataset gốc lên 1 mặt phẳng

• Lý giải: Khi số k quá lớn sẽ xảy ra hiện tượng các điểm sẽ tìm các điểm các lân cận khác
nằm ngoài manifold. Điều đó sẽ khiến cho khoảng cách giữa 2 điểm thuộc manifold
khác nhau trở thành euclid, làm mất đi ý nghĩa ban đầu của thuật toán isomap.

3.1.2 Tập dữ liệu Swiss Roll với 500 điểm dữ liệu

Ta sẽ khảo sát cùng tập dữ liệu nhưng khác số lượng điểm để xem sự ảnh hưởng của giá trị
k lên kết quả. Thay đổi biến num = 500 ở đoạn code trên ta được hình như sau:

Hình 11: Tập dữ liệu Swiss Roll sau khi giảm chiều với số k tương ứng
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Hình 12: Tập dữ liệu 500 điểm Swiss Roll sau khi giảm chiều với số k tương ứng

Nhận xét: Khoảng k để thuật toán chạy tối ưu phụ thuộc vào số lượng data.

• Lý giải: Số lượng dataset ít thì mật độ các điểm cũng sẽ giảm dần và dẫn đến khoảng
k phù hợp cũng sẽ giảm đi.

3.1.3 Tập dữ liệu S Curve với 1500 điểm dữ liệu

Ta cũng thực hiện thuật toán Isomap với số k cho trước để đánh giá sự ảnh hưởng của k lên
thuật toán.

Hình 13: Tập dữ liệu S Curve với 1500 điểm dữ liệu
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Hình 14: Tập dữ liệu S Curve sau khi giảm chiều với số k tương ứng

Sau khi chạy thuật toán xong ta được kết quả bất ngờ: k = 80 thuật toán vẫn chạy cho ra kết
quả rất tốt, mặc dù trường hợp k > 20 với Swiss Roll với cùng số lượng data thì thuật toán
đã không còn hiệu quả

• Lý giải: Do mật độ phân bố điểm cùng với cấu trúc hình học giữa dataset Swiss Roll
và S Curve khác nhau. Điều đó dẫn tới việc khoảng giá trị k tương ứng để thuật toán
chạy tốt cũng khác nhau

3.2 Thuật toán Isomap dựa trên radius neighbor

Nhận thấy rằng trong dataset như Swiss Roll sẽ có khu tập trung nhiều điểm nhưng sẽ
có khu lại thưa thớt, việc chọn k sẽ không giải quyết được tình huống này, đặc biệt là với
dataset ít dữ liệu thì việc thưa thớt sẽ xảy ra nhiều hơn. Qua việc xây dựng đồ thị lân cận
bằng k nearest neighbor với 500 điểm Swiss Roll trên ta thấy được đồ thị chứa rất nhiều lỗ.
Nhóm em đã tìm hiểu và đưa ra giải pháp đó bằng cách xây dụng đồ thị neighbor bằng
radius thay vì chọn k.
Thuật toán này vẫn giống thuật toán gốc chỉ khác ở bước xây dựng đồ thị lân cận. Những
điểm nào nằm trong radius của một điểm sẽ được coi là neighbor của điểm đó.
Ta chạy thuật toán đó với 500 điểm dữ liệu Swiss Roll với bán kính cho trước và được kết
quả sau:

1 # Cải biến của isomap, sử dụng radius để liên kết các neighbor

2 import sklearn

3 from sklearn import datasets

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 import numpy as np

6

7 num = 500

8 X, t = sklearn.datasets.make_swiss_roll(n_samples=num, random_state=1)

9 xdata = X[:,0]
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10 ydata = X[:,1]

11 zdata = X[:,2]

12

13 k = [0.5, 1, 1.5, 2, 3, 3.5, 4, 4.5, 4.75, 5, 5.25, 5.5, 6, 7, 9]

14 f = 1

15 fig = plt.figure(figsize = (16,9))

16 fig.subplots_adjust(hspace = 0.3, wspace = 0.45)

17

18 for i in k:

19 ax2=fig.add_subplot(3,5,f)

20 X_e = radius_neighbors_graph(X, radius=i, mode = 'distance')

21 X_path = sklearn.utils.graph_shortest_path.graph_shortest_path

22 (X_e, directed = False)

23

24 embedding = MDS(n_components=2,dissimilarity='precomputed')

25 X_radius = embedding.fit_transform(X_path[:num])

26 ax2.scatter(x=X_radius[:,0], y=X_radius[:,1],c=t,

27 cmap=plt.cm.gist_rainbow, s=2)

28 plt.title('radius = ' + str(i))

29 f = f+1

30 plt.show()

Hình 15: Tập dữ liệu Swiss Roll 500 điểm sau khi giảm chiều với radius tương ứng

Ta có thể thấy được thuật toán chạy tương đối tốt so với việc chạy k-neighbor ở trên, dữ
liệu sau khi giảm chiều tương đối đều nhau và không sinh ra nhiều lỗ trống như thuật toán
k-neighbor.
Dưới đây là 2 bức ảnh giữa 2 thuật toán qua tham số được cho là tương đối tối ưu.
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Hình 16: Giảm chiều bằng KNN Hình 17: Giảm chiều bằng Radius neighbor

Cả 2 thuật toán đều tốt trong việc bảo toàn khoảng cách geodesic, nhưng ở Radius neighbor
các điểm được phân bố đều hơn và ít lỗ hơn so với KNN.

3.3 Áp dụng thuật toán Isomap lên Handwriting Digit Dataset

Nhận thấy việc giảm chiều của thuật toán Isomap có thể giúp ta thấy được các feature ẩn
sau khi giảm chiều, nên nhóm em sẽ ứng dụng Isomap lên Handwriting Digit Dataset và
nhận xét các feature nổi bật sau khi giảm chiều bằng Isomap.
Việc thực hiện đó sẽ được tóm tắt như sau:

1. Nhập dataset của Mnist

2. Lọc ra data số cần phân tích (ở đây nhóm em chọn Lucky 7)

3. Thực hiện Isomap lên data đó và plot lên 2d

4. Chọn random các điểm ở trong plot đó

5. Hiển thị những điểm random trong plot đó rồi phân tích feature

Dưới đây sẽ là phần code cụ thể

1 # Import các thư viện

2 import sklearn

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import numpy as np

5 from sklearn.manifold import Isomap

6 from keras.datasets import mnist

7

8 # nhập Handwriting dataset từ Mnist

9 (train_X, train_y), (test_X, test_y) = mnist.load_data()

10 train_Xnew = train_X.reshape(60000,784)

11 data_num7 = train_Xnew[train_y == 7]

12 data_num7_iso = Isomap(n_neighbors=10,n_components=2).fit_transform(data_num7)

13

14 # Chọn random các điểm trong dataset đó để phân tích

15 def find_landmarks(Y, n, m):

16 xr = np.linspace(np.min(Y[:,0]), np.max(Y[:,0]), n)

17 yr = np.linspace(np.min(Y[:,1]), np.max(Y[:,1]), m)

18 xg, yg = np.meshgrid(xr,yr)

19
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20 idx = [0]*(n*m)

21

22 for i, x, y in zip(range(n*m), xg.flatten(), yg.flatten()):

23 idx[i] = int(np.sum(np.abs(Y-np.array([x,y]))**2, axis = -1).argmin())

24

25 return idx

26

27 # Plot các điểm đó lên đồ thị

28 landmarks = find_landmarks(data_num7_iso, 6, 6)

29 t = [2*i +1 for i in range(36)]

30 fig = plt.figure(figsize = (16,9))

31 plt.scatter(data_num7_iso[:,0], data_num7_iso[:,1] )

32 plt.scatter(data_num7_iso[landmarks, 0], data_num7_iso[landmarks, 1], c= t,

33 cmap=plt.cm.gist_rainbow)

34

35 # hiển thị chữ viết tay của các điểm random đó

36 fig = plt.figure(figsize = (7,7))

37 for i in range(len(landmarks)):

38 ax = fig.add_subplot(7,7, i + 1)

39 imgplot = ax.imshow(np.reshape(data_num7[landmarks[i]], (28,28)),

40 cmap = plt.cm.get_cmap("Greys"))

41 imgplot.set_interpolation("nearest")

42 plt.xticks([])

43 plt.yticks([])

44 plt.show()

Sau khi chạy các dòng code đó xong, thêm một xíu chỉnh sửa để chúng ta dễ hình dung xu
hướng của các điểm qua hình sau.

Hình 18: Tập dữ liệu chữ viết số 7 sau khi giảm chiều và hình ảnh các hình được chọn random

Như hình trên thì ta sẽ thấy được 2 feature chính của các điểm dữ liệu đó là gạch ở thân và
độ nghiêng của thân của số 7.



Áp dụng mô hình 19

Dựa vào trục mà nhóm em vẽ qua việc phân tích xu hướng, ta có thể thấy được càng lên
cao số 7 sẽ không có gạch ở thân và càng qua phía bên phải thì thân của số 7 ít nghiêng
hơn. Càng xuống dưới thì số 7 sẽ có gạch ở thân, và càng qua phía bên trái thì thân số 7 bị
nghiêng nhiều hơn
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4 KẾ T LU Ậ N Đ Á N H G I Á

4.1 Đánh giá thuật toán Isomap

Thuật toán Isomap phụ thuộc lớn vào việc xây dựng lân cận nên việc chọn k và cấu trúc dữ
liệu sẽ ảnh hưởng lớn đến kết quả cuối cùng.

• Về việc chọn k, thực nghiệm chứng minh rằng ta không thể chọn k một cách tùy ý.

• Nếu lân cận được chọn tồn tại các lỗ, khoảng cách euclid sẽ không xấp xỉ khoảng cách
đồ thị nên dẫn đến kết quả sai.

4.2 Cải tiến thuật toán

4.2.1 Phương pháp chọn K - số nearest neighbors hợp lí

Lựa chọn vùng lân cận trong Isomap khá quan trọng. Nếu vùng lân cận tại mỗi điểm quá
lớn, các vùng lân cận cục bộ sẽ bao gồm các điểm dữ liệu từ các nhánh khác của đa tạp, làm
tắt chúng và dẫn đến lỗi phụ trong quá trình nhúng cuối cùng. Nếu nó quá nhỏ, sẽ dẫn đến
gián đoạn, làm cho đa tạp phân mảnh thành một số lượng lớn các cụm bị ngắt kết nối.Vì
vậy, khi có phương pháp chọn số k nearest neighbors hợp lí, cấu trúc của đa tạp sẽ được
bảo toàn tốt hơn.
Thuật toán lựa chọn tham số tối ưu gồm 4 bước:

1. Chọn khoảng giá trị có thể nhận của K: Kopt ∈ [Kmin, Kmax]

• Kmin là giá trị nhỏ nhất của K, với giá trị này, đồ thị lân cận (kể từ bước 2 của
thuật toán Isomap) sẽ không bị rời rạc.

• Kmax là giá trị nguyên lớn nhất thỏa 2P
N ≤ K + 2

trong đó P là số cạnh và N là số nút trong đồ thị kể từ bước 2 của thuật toán.
Giải thích:

– Kmax là một giá trị hữu hạn, vì khi K tăng, P (số cạnh của đồ thị) sẽ tăng lên
rất nhanh (vì mỗi điểm dữ liệu sẽ được kết nối thêm với một số điểm khác ở
bước 1). Vì vậy, K tăng đến một lúc nào đó sẽ không còn thỏa mãn bất đẳng
thức nữa.

– Sau khi hoàn thành các thử nghiệm và phân tích dữ liệu kết quả, nhận thấy
rằng trong tất cả các trường hợp được xem xét, nếu giá trị trung bình của
biểu đồ (được tính với một số giá trị của K) lớn hơn K + 2, thì thường nhận
các lối tắt không chạy theo bề mặt của đa tạp.
Do đó ta chọn giới hạn trên của tập các giá trị K thỏa bất đẳng thức là Kmax

2. Tính hàm mất mát L(K) với mỗi Kopt ∈ [Kmin, Kmax] (Hàm mất mát L trong bài toán
giảm chiều dữ liệu tối ưu ở bước 3 - Isomap)

3. Ước tính tất cả các cực tiểu của L(K) và các số K tương ứng để tạo ra tập SK gồm các
ứng cử viên ban đầu cho giá trị K tối ưu

4. Với mỗi K ∈ Sk, chạy thuật toán Isomap và xác định Kopt bằng công thức:

Kopt = argminK(1− p2
DxDy)
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Trong đó:

• Dx là ma trận geodesic distances của tập dữ liệu đầu vào X

• Dy là ma trận khoảng cách euclide của tập dữ liệu đầu ra Y

• p là hệ số tương quan tuyến tính tiêu chuẩn giữa tất cả các mục của Dx và Dy

p nhận giá trị trong khoảng [-1;1], (1− p2) nhận giá trị càng nhỏ thì ‖ p ‖ càng
gần 1, Dx và Dy càng tương quan mật thiết.

Để tìm hiểu sâu hơn về vấn đề này, bạn đọc có thể tham khảo ở tài liệu:[11]

4.2.2 Landmark-Isomap

Giới thiệu về L-Isomap
Khi số lượng dữ liệu đầu vào N quá lớn, Isomap có thể trở nên quá tốn thời gian về cấu
trúc đường dẫn ngắn nhất (O(kN2log(N))) và phân rã eigenvalue MDS (O(N3)).
Tăng tốc hai tính toán này, L-Isomap được đề xuất. L-Isomap chọn ngẫu nhiên n điểm từ X,
gọi là các điểm mốc. Thay vì tính toán đường đi ngắn nhất giữa tất cả các điểm dữ liệu,
L-Isomap chỉ tính toán đường đi ngắn nhất từ mỗi điểm dữ liệu đến các điểm mốc. Sau đó,
cMDS được áp dụng cho ma trận khoảng cách trắc địa nxN thu được để tìm cách nhúng
chiều thấp của các điểm mốc. Việc nhúng các điểm còn lại thu được bằng một phép biến
đổi tuyến tính cố định của khoảng cách trắc địa của chúng đến các điểm mốc.
Bằng cách này, độ phức tạp về thời gian của đường đi ngắn nhất và tính toán MDS lần lượt
được giảm xuống O(knNlog(N)) và O(n2N).
Các bước của thuật toán Landmark-Isomap

1. Chọn n điểm mốc từ tập dữ liệu X (n ≥ p + 1, với p là số chiều cần giảm xuống)

2. Tính khoảng cách geodesic từ tất cả các điểm dữ liệu đến các điểm mốc đã chọn.

3. Áp dụng cMDS cho các điểm mốc (sử dụng ma trận khoảng cách geodesic ∆ giữa các
điểm mốc) và thu được ma trận biểu diễn chiều thấp (p-chiều) của các điểm mốc Lp

4. Đối với mỗi điểm, xác định vị trí của nó bằng cách sử dụng các khoảng cách trắc địa
đã biết đến từng điểm mốc:

• Tính δu trong đó δui là trung bình hàng thứ i của ma trận ∆

• Với mỗi điểm xa, tính δa trong đó δai là bình phương khoảng cách giữa điểm xa
và điểm mốc i

• Biểu diễn chiều thấp của xa là ya = −1
2 L−1

p (δa− δu) với L−1
p là nghịch đảo penrose

moore của Lp.

Vấn đề của L-Isomap

1. Cách chọn các điểm mốc

2. Sự không ổn định về cấu trúc liên kết, gây ra bởi các cạnh ngắn mạch

Hiện nay, đã có đề xuất về phương pháp chọn mốc và phương pháp loại trừ các cạnh ngắn
mạch. Phương pháp tích hợp L-Isomap với hai cải tiến này được gọi là Robust L-Isomap
(RL-Isomap). Bạn đọc có thể tham khảo tài liệu: [5] để biết thêm thông tin về RL-Isomap.
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5 HƯ Ớ N G P H ÁT T R I Ể N T R O N G T Ư Ơ N G L A I

Dựa vào những nội dung được nêu trên, ta có thể thấy vẫn còn tiềm năng nghiên cứu ở
những khía cạnh như sau:

• Ở khoản tính toán khoảng cách trên toàn dataset, việc sử dựng thuật toán Dijkstra có
thể được cải thiện bằng cách sử dụng Fibonacci Heap.

• Cấu trúc dataset chưa được khai thác tối đa. Thuật toán Isomap vẫn hoạt động tương
tự với những trường hợp đối lập về cấu trúc như khi dataset có phân bố đều và khi
tồn tại nhiều "lỗ", trường hợp các tầng dữ liệu được tách biệt tốt và trường hợp nằm
gần nhau.
Giải pháp: phân loại thuật toán Isomap dựa vào dataset để áp dụng những bước tính
toán tối ưu hơn cho cấu trúc cụ thể của dataset đó.
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