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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Manifold Learning và Manifold

Manifold là gì?

Một manifold d chiều là một cấu trúc hình học mà cục bộ tại mọi
điểm của nó trông giống như một không gian Euclide d chiều.
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Manifold Learning và Manifold

Một số ví dụ về Manifold

Hình: Các manifold 1-chiều Hình: Các manifold 2-chiều
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Manifold Learning và Manifold

Manifold Learning

Giả thiết đa tạp

Các điểm dữ liệu trong không gian D chiều đều nằm trên một
manifold d chiều với D > d .
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Manifold Learning và Manifold

Manifold Learning

Định nghĩa

Một lớp các thuật toán giảm chiều dữ liệu không giám sát, bắt
đầu với giả thiết đa tạp và sử dụng các tính chất cục bộ của
manifold để tìm ra representation ít chiều của các điểm dữ liệu gốc
nhiều chiều.
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Contents

1 Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear
Embedding

Manifold Learning và Manifold
Tổng quan về Locally Linear Embedding

2 Locally Linear Embedding cơ bản
Xây dựng neighbor graph
Xây dựng ma trận trọng số
Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số

3 Áp dụng mô hình

4 Kết luận



T
h
e
M
at
h
em

at
ic
s
of

D
at
a
S
ci
en
ce

9/45

LLE

Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Ý tưởng chính

Một thuật toán giảm chiều dữ liệu thuộc lớp Manifold Learning,
dựa vào 2 ý tưởng chính.

Gắn cho manifold (gần) chứa dữ liệu một hệ trục tọa độ.

Ý tưởng 1 - Bản chất của DR trong LLE

LLE giảm chiều dữ liệu bằng cách biển đổi tọa độ ban đầu của
mỗi điểm dữ liệu thành tọa độ so với hệ trục tọa độ trên
manifold.
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Ý tưởng chính

Ý tưởng 2 - Local Geometry

Khi giảm chiều dữ liệu, LLE tập trung bảo toàn local geometry
của các không gian tuyến tính cục bộ.

Tính chất của manifold

Mỗi điểm dữ liệu x (i) và tập hợp các neighbors của nó đều nằm
trên một không gian tuyến tính cục bộ.
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Input - Output

Input

Tập dữ liệu cần giảm chiều Xm×D với m điểm dữ liệu (mỗi
vector hàng của X là một điểm dữ liệu) và D features

Tham số cho bài toán xác định neighbors

Số chiều d cho dữ liệu đầu ra (d < D)

Output Tập dữ liệu đã được giảm chiều Ym×d với m điểm dữ liệu
(mỗi hàng của Y là một diểm dữ liệu) và d features.
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Các bước thực hiện

1 Xác định neighbors cho từng điểm dữ liệu

2 Xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính (có điều
kiện) của các neighbors của nó

3 Sử dụng các trọng số của tổ hợp tuyến tính tìm được trong
bước 2, suy ra representation (trong không gian ít chiều hơn)
của điểm dữ liệu ban đầu
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Ý tưởng chính ∼ Các bước thực hiện

(Bước 2) Xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính của

các neighbors = Xác định local geometry (Ý tưởng 2)

(Bước 3) Sử dụng các trọng số tìm được, suy ra representation =

Bảo toàn local geometry (Ý tưởng 2)

(Bước 2) Mục đích "điều kiện": Đảm bảo trọng số và output bất

biến với các phép biển đổi tuyến tính (Ý tưởng 1)
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Dimensionality Reduction và Sơ lược về Locally Linear Embedding

Tổng quan về Locally Linear Embedding

Các bước thực hiện (Cụ thể!)

1 Xây dựng neighbor graph

2 Tìm ma trận trọng số W để tối ưu hóa hàm mất mát:

L(W ) =
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥∥

2

3 Giữ nguyên trọng số W , tìm tập dữ liệu đã giảm chiều Y sao
cho hàm mất mát được tối ưu:

Φ(Y ) =
n∑

i=1

∥∥∥∥∥∥y (i) −
n∑

j=1

wi ,jy
(j)

∥∥∥∥∥∥
2
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng neighbor graph
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng neighbor graph

Ý tưởng của neighbor graph

Khi phóng to vào 1 điểm xi trên manifold, thì hình dạng vùng
lân cận sẽ trông như 1 mặt phẳng

Việc xây dựng neighbor graph sẽ giúp ta thu được thông tin
về tính chất cục bộ tại mỗi điểm
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng neighbor graph

Đo lường khoảng cách

Để so sánh khoảng cách giữa các điểm dữ liệu, ta cần 1 hàm
đo lường khoảng cách

Các khoảng cách thường dùng:

• Khoảng cách Euclid: EUD(p, q) =

√
n∑

i=1

(qi − pi )2

• Khoảng cách Cosine: COD(p, q) = 1− cos(p, q)
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng neighbor graph

Các thuật toán dựng neighbor graph

Hình:
ε− neighborhood

Hình: K-nearest
neighbors

Hình: Locality
sensitive hashing



T
h
e
M
at
h
em

at
ic
s
of

D
at
a
S
ci
en
ce

19/45

LLE

Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Bài toán tối ưu

Mục tiêu: Xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính
của các neighbors của nó:

x (i) ≈
m∑
i=1

wi ,j · x (j)

Tối thiểu hóa hàm mất mát:

L(W ) =
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥∥

2

(1)
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Điều kiện ràng buộc

Ta muốn các trọng số bất biến với các phép quay, phép vị tự, và
phép tịnh tiến.

Dạng của (1) cho thấy bất biến với phép quay và phép vị tự.

Điều kiện bất biến với phép tịnh tiến:

m∑
j=1

wi ,j = 1



T
h
e
M
at
h
em

at
ic
s
of

D
at
a
S
ci
en
ce

22/45

LLE

Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Chứng minh bất biến với tịnh tiến

Với
m∑
j=1

wi ,j = 1:

(x (i) + t)−
m∑
j=1

wi ,j ·
(
x (j) + t

)

= x (i) + t −

 m∑
j=1

wi ,j · x (j) +
m∑
j=1

wi ,j · t


= x (i) −

m∑
j=1

wi ,j · x (j) +

t − t ·
m∑
j=1

wi ,j


= x (i) −

m∑
j=1

wi ,j · x (j)
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Bài toán tối ưu

Tìm ma trận trọng số W sao cho:

W = argmin
W

m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥∥

2

Thỏa mãn:

1 wi ,j = 0 nếu xj không phải là neighbor của xi

2
∑m

i=1 wi ,j = 1 với mọi 1 ≤ i ≤ m
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Đơn giản hóa bài toán tối ưu

Đặt:

εi =

∥∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥∥

2

với mọi i , j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

L(W ) đạt cực tiểu tương đương với mọi εi được tối ưu hóa.
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Một số biến đổi tương đương

Giả sử x (i) có k neighbors. Gọi các neighbors của x
(i)
1 lần lượt là

x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
k . Gọi thêm:

Zi là ma trận k × D có các vector hàng lần lượt là

x
(i)
1 − x (i), x

(i)
2 − x (i), . . . , x

(i)
k − x (i)

Wi là ma trận k × 1 chứa trọng số của các neighbors của x (i)

Khi đó:
εi = W T

i ZiZ
T
i Wi = W T

i GiWi

với Gi = ZiZ
T
i là một ma trận Gram.



T
h
e
M
at
h
em

at
ic
s
of

D
at
a
S
ci
en
ce

26/45

LLE

Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Phát biểu lại

Tối ưu hóa
εi = W T

i GiWi

với điều kiện 1TWi − 1 = 0.
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng ma trận trọng số

Giải bài toán tối ưu

{
GiWi =

λ

2
1

1TWi − 1 = 0
(2)

Nếu Gi khả nghịch, (2) tương đương: Wi =
λ

2
Gi

−11

1TWi − 1 = 0

Nếu Gi không khả nghịch, sử dụng kỹ thuật chính quy hóa.
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số

Bài toán tối ưu

Mục tiêu: Giữ được tính tuyến tính cục bộ của dữ liệu

Tối thiểu hóa hàm mất mát:

Φ(Y ) =
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥y (i) −
m∑
j=1

wi ,jy
(j)

∥∥∥∥∥∥
2

.

Tương tự hàm mất mát trong bước xây dựng ma trận trọng số:

L(W ) =
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥∥

2
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số

Bài toán tối ưu

Tuy nhiên, hàm mất mát Φ(Y ) có nghiệm suy biến (các
điểm dữ liệu y (1), y (2), ..., y (m) trùng nhau)
=⇒ Cần đặt thêm các điều kiện bổ sung.

Các điều kiện bổ sung

m∑
i=1

y (i) = 0

1

m

m∑
i=1

y (i)y (i)T = I

Điều kiện đầu tiên để lời giải là duy nhất theo phép tịnh tiến.

Điều kiện thứ hai đảm bảo nghiệm không bị suy biến.
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số

Phát biểu bài toán

Tìm ma trận dữ liệu đầu ra Y ∈ Rm×d để:

Y = argmin
Y

Φ(Y ) = argmin
Y

tr
(
Y T (I −W )T (I −W )Y

)
và thỏa mãn các điều kiện:

Y T1 = 0
1

m
Y TY = Im

Chỉ sử dụng các đẳng thức trên đường chéo ma trận của điều kiện
thứ hai, các điều kiện còn lại tự động được thỏa mãn.
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Locally Linear Embedding cơ bản

Xây dựng dữ liệu mới từ ma trận trọng số

Giải bài toán tối ưu

Sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange, nghiệm tối ưu Y sẽ
có các vector cột là các vector riêng ứng với d trị riêng nhỏ
nhất khác 0 của (I −W )T (I −W ).

Để ý rằng (I −W )T (I −W ) là ma trận Gram nên các giá trị
riêng luôn không âm, và do đó có thể chọn ra d + 1 giá trị
riêng nhỏ nhất.
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Áp dụng mô hình

Dataset swiss roll

Hình: n = 1500 Hình: n = 500
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Áp dụng mô hình

K-nearest neighbor trên tập n = 1500
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LLE

Áp dụng mô hình

K-nearest neighbor trên tập n = 500
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Nhận xét

Thuật toán LLE làm không tốt với bộ dữ liệu có mật độ thưa
và làm khá tốt với bộ dữ liệu phân bố đều và dày.

Với mỗi khoảng tham số nhất định sẽ cho các kết quả tương
tự nhau.

Với các tham số quá nhỏ, neighbor graph sẽ trở nên không
liên thông, khiến cho kết quả bị suy biến.

Với các tham số quá lớn, mỗi điểm sẽ có rất nhiều neighbor,
dẫn tới việc các tính chất hình học cục bộ bị mất đi.
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Bài toán nén ảnh

Mục đích

Sử dụng LLE để giảm số lượng dữ liệu cần để biểu diễn 1 bức ảnh,

qua đó bóc tách các tính chất đặc trưng −→ Ứng dụng trong các
mô hình thị giác máy tính.
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Các bước thực hiện nén ảnh

Phân ảnh thành các patch nhỏ

Sử dụng LLE để giảm chiều các patch

Sắp xếp lại các feature của từng patch vào các vị trí tương
ứng để tạo thành ma trận heatmap
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Minh hoạ các bước nén ảnh
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Kết quả nén ảnh

Hình: Ảnh gốc và các heatmap
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Tóm tắt

Một thuật toán giảm chiều dữ liệu thuộc lớp Manifold Learning.

Với nền tảng là giả thiết đa tạp, LLE trải qua 3 bước:

1 Xây dựng neighbor graph

2 Biểu diễn mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính có
ràng buộc của các neighbors

3 Dùng ma trận trọng số tìm được để xác định tập dữ liệu mới
ít chiều hơn.
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Ưu điểm của LLE

1 Đảm bảo tìm được nghiệm tối ưu toàn cục

2 Yêu cầu ít siêu tham số

3 Nhu cầu lưu trữ thấp.

4 Nhiều ma trận thưa. Có thể tận dụng để giảm không gian lưu
trữ và thời gian chạy thuật toán.
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Một số lưu ý khi áp dụng

1 Tập dữ liệu cần phải nằm (xấp xỉ gần) trên một đa tạp

2 Phải chọn phương pháp và siêu tham số xây dựng neighbor
graph phù hợp.

Với k-nearest neighbors: Thường được chọn trong thực tế.
Mặc dù chọn k không dễ, LLE vẫn cho kết quả khá tốt trên
một khoảng k khá rộng.
Với ε-neighborhood: khó chọn ε. Giá trị phù hợp phụ thuộc rất
nhiều vào kích cỡ và hình dạng cục bộ của manifold dữ liệu.
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