
Projects in Mathematics and Applications

LOCALLY LINEAR

EMBEDDING

Ngày 15 tháng 8 năm 2021

Phan Hoàng Quân ∗ † Mai Kiến Quốc
Phạm Duy Tùng ‡ § Đặng Đức Trường

∗Trường Phổ thông Năng Khiếu - Đại học Quốc gia TP.HCM
†Trường THPT Chuyên Lê Hồng Phong, TP.HCM
‡Trường Đại học Bách Khoa Hà Nội
§Trường Đại học Bách Khoa Hồ Chí Minh



Lời cảm ơn

Đầu tiên, chúng em xin chân thành cảm ơn Ban tổ chức PiMA vì, mặc cho những trở ngại và

thách thức gây ra do đại dịch COVID-19, vẫn đã tổ chức thành công ra một kì trại Toán học

vô cùng bổ ích. Cảm ơn các anh chị mentors và các diễn giả đã gieo những hạt giống đam mê

Toán học và Khoa học dữ liệu, cũng như truyền tải những kiến thức rất thú vị mà những học

sinh cấp 3 và năm đầu đại học như chúng em ít có cơ hội được tiếp xúc.

Đặc biệt, chúng em xin cảm ơn anh Linh Trần, cũng như chị Phương Đinh, anh Nguyễn Nguyễn,

chị Thư Nguyễn, đã truyền cảm hứng và theo sát chúng em trong quá trình thực hiện đề tài

này. Trong quá trình biên soạn, sai sót là khó tránh khỏi. Nhóm tác giả mong nhận được sự

góp ý từ phía bạn đọc. Xin chân thành cảm ơn.



Tóm tắt nội dung

Bài báo cáo này giới thiệu thuật toán Locally Linear Embedding (LLE), một phương pháp giảm

chiều dữ liệu thuộc lớp Manifold Learning. Chúng tôi sẽ trình bày nền tảng và các bước thực

hiện thuật toán, cũng như cách áp dụng LLE vào một số tập dữ liệu lý tưởng và để nén ảnh.

Cuối cùng, bài báo cáo này đề cập một số cải biến của LLE; nêu lên các ưu điểm và một số

lưu ý khi áp dụng phương pháp này.
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1 Dimensionality Reduction và sơ lược về Locally Linear Em-

bedding

1.1 Bài toán Dimensionality Reduction

Các tập dữ liệu lớn có thể gây nhiều trở ngại trong việc giải các bài toán Machine Learning.

Kích thước của dữ liệu càng lớn, tốc độ của thuật toán càng giảm, và việc trích xuất các thông

tin ý nghĩa từ dữ liệu càng khó khăn. Trong một số trường hợp, các tập dữ liệu lớn có thể chứa

các features gây nhiễu, làm giảm độ chính xác của thuật toán.

Những bất lợi trên dẫn đến nhu cầu giảm kích thước của các tập dữ liệu quá lớn, và từ đó

bài toán Dimensionality Reduction (Giảm chiều dữ liệu) ra đời. Bài toán được phát biểu

như sau: Cho các điểm dữ liệu x1, x2, . . . , xn thuộc không gian D chiều. Với mỗi điểm xi
(1 ≤ i ≤ n), tìm một điểm yi thuộc không gian d chiều (với D > d), sao cho tính chất tối ưu

được thỏa mãn. Khi đó yi được gọi là representation (biểu diễn) của xi .

Bài toán Dimensionality Reduction có nhiều ý nghĩa thực tế. Giải được bài toán này giúp tăng

tốc độ học, tránh overfit (sự quá khớp), giảm dung lượng lưu trữ, hỗ trợ trực quan hóa dữ liệu

trên không gian 2 (hoặc 3) chiều, và tìm những features ẩn, quy luật giúp giải thích dữ liệu.

1.2 Manifold Learning và Manifold

Một cách tiếp cận bài toán Dimensionality Reduction là Manifold Learning (Học đa tạp) -

một nhóm các thuật toán giảm chiều dữ liệu không giám sát. Định nghĩa của manifold vượt

quá phạm vi của bài báo cáo này, tuy nhiên, ta quan tâm tính chất sau đây của manifold: một

manifold d chiều là một cấu trúc hình học mà cục bộ tại mọi điểm của nó trông giống như

một không gian Euclide d chiều. Trái Đất (hay, tổng quát hơn, một mặt cầu 3 chiều) là một

manifold 2-chiều: nhìn một cách cục bộ, bề mặt Trái Đất trông giống một không gian 2 chiều,

nhưng thực chất Trái Đất là một cấu trúc 3 chiều. Bên dưới là một số ví dụ về manifold:

Hình 1: Các manifold 1-chiều Hình 2: Các manifold 2-chiều

Manifold Learning bắt đầu với giả thiết các điểm dữ liệu trong không gian D chiều đều nằm
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trên một manifold d chiều với D > d , và sử dụng các tính chất cục bộ của manifold để tìm ra

representation d chiều của các điểm dữ liệu ban đầu. 1 Một hệ quả của giả thiết đa tạp là mỗi

điểm dữ liệu và các neighbors 2 của nó cùng nằm trên một không gian (gần như) tuyến tính

cục bộ. Điều này có nghĩa là mỗi điểm dữ liệu có thể được biểu diễn bằng một tổ hợp tuyến

tính (có ràng buộc) của các neighbors của nó. Hệ quả này là nền tảng quan trọng cho một

trong các bước thực hiện của Locally Linear Embedding.

1.3 Tổng quan về Locally Linear Embedding

Locally Linear Embedding (LLE) là thuật toán giảm chiều dữ liệu thuộc nhóm Manifold

Learning, tức cũng giả định rằng các điểm dữ liệu trong không gian D chiều (gần) nằm trên

một manifold d chiều (với D > d). LLE giải bài toán giảm chiều dữ liệu bằng 2 ý tưởng chính.

Thứ nhất, gọi hệ trục tọa độ của không gian D chiều là O, và gắn cho manifold (gần) chứa dữ

liệu một hệ trục tọa độ O′. Xét một điểm dữ liệu x (i). LLE giảm chiều dữ liệu điểm x (i) bằng

cách biến tọa độ của x (i) trong O (có D chiều) thành tọa độ của x (i) trong O′ (có d chiều).

Thứ hai, khi giảm chiều dữ liệu, LLE tập trung bảo toàn bảo toàn tương quan hình học của

mỗi điểm dữ liệu với các neighbors của nó. Ngoài ra, các thông tin cơ bản của thuật toán như

sau:

• Input:

– Tập dữ liệu cần giảm chiều X, có kích thước m ×D, với m điểm dữ liệu (mỗi hàng

của X là một diểm dữ liệu) và D features,

– Tham số cho bài toán xây dựng neighbor graph,

– Số chiều d của tập dữ liệu đầu ra (d < D).

• Output:

– Tập dữ liệu đã được giảm chiều Y , có kích thước m × d , với m điểm dữ liệu (mỗi

hàng của Y là một diểm dữ liệu) và D features.

• Các bước thực hiện:

1. Xây dựng neighbor graph, tức xác định neighbors cho từng điểm dữ liệu,

2. Xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính (có ràng buộc) của các neighbors

của nó, 3

3. Sử dụng các trọng số của tổ hợp tuyến tính tìm được trong bước 2, suy ra repre-

sentation (trong không gian ít chiều hơn) của điểm dữ liệu ban đầu.

Ở bước 2, việc xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính có ràng buộc của các

neighbors đồng nghĩa với việc xác định mỗi tương quan hình học của mỗi điểm dữ liệu với các

neighbors của nó. Các trọng số tìm được sẽ mang thông tin về mối tương quan này. Việc LLE

bảo toàn mối tương quan này thể hiện ở bước 3, khi ta giữ nguyên các trọng số để xác định

representation.

1Đây gọi là giả thiết đa tạp. Tất nhiên, không phải lúc nào giả thiết đa tạp cũng đúng. Vì vậy không thể áp

dụng Manifold Learning một cách tùy tiện, mà phải xét đến tính phù hợp của tập dữ liệu.
2Neighbors là một khái niệm trong topology. Trong phạm vi này, ta có thể hiểu một điểm q là neighbor của p

nếu q đủ “gần” p. Phương thức đo độ “gần” sẽ được đề cập ở phần 2.1.
3Sự khả thi của bước này được dựa trên giả thiết đa tạp và hệ quả của nó, đã được đề cập ở phần 1.2.
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2 Locally Linear Embedding

2.1 Xây dựng neighbor graph

Trong LLE, một neighbor graph là một đồ thị vô hướng xác định cho một tập dữ liệu, mà trong

đó mỗi điểm dữ liệu là một đỉnh. Đồng thời, điểm p và q sẽ được nối với nhau bằng một cạnh

vô hướng nếu q là neighbor của p.

Để xác định được hai điểm p và q có là neighbors hay không thì trước hết phải xác định

một phương pháp đo lường, qua đó tính toán mức độ tương quan giữa các điểm dữ liệu.

Độ tương quan giữa 2 điểm dữ liệu càng lớn thì khoảng cách càng nhỏ. Các khoảng cách

thường được áp dụng trong các thuật toán xây dựng neighbor graph là khoảng cách Euclid:

EUD(p, q) =

√
n∑
i=1

(qi − pi)2 và khoảng cách Cosine: COD(p, q) = 1− cos(p, q). Ngoài ra còn

một vài phương pháp đo lường nữa như Mahalanobis, Hamming...

Các thuật toán xây dựng neighbor graph phổ biến được dùng trong bài toán LLE bao gồm

ε-neighborhoods, K-nearest neighbors và Locality-sensitive hashing.

• ε-neighborhoods: Hai điểm p và q được coi là neighbor nếu khoảng cách giữa hai điểm

nhỏ hơn giá trị ε xác định.

– Ưu điểm: Nếu lựa chọn tham số thích hợp thì các neighbor của mọi điểm sẽ có

khoảng cách tương đồng nhau, thuận lợi cho việc tìm ra các tính chất cục bộ.

– Nhược điểm: Việc lựa chọn tham số ε khá khó khăn và phụ thuộc nhiều vào cấu trúc

của từng bộ dữ liệu. Nếu ε quá lớn thì mọi điểm sẽ là neighbors của nhau, còn nếu

quá nhỏ thì sẽ xuất hiện tình trạng những điểm không có neighbors.

• k-nearest neighbors: Với mỗi điểm p, thuật toán chọn k 4 điểm gần nhất với p làm

neighbors.

– Ưu điểm: Có tính linh hoạt cao, có thể dễ dàng áp dụng trên nhiều tập dữ liệu khác

nhau, đồng thời đảm bảo rằng mỗi điểm dữ liệu đều có đủ k neighbors.

– Nhược điểm: Với các bộ dữ liệu có mật độ phân bố không đồng đều thì tính chất

hình học của các neighbor tại mỗi điểm sẽ không tương đồng nhau.

• Locality-sensitive hashing: Thuật toán LSH là một phương pháp xấp xỉ để xây dựng

neighbor graph. LSH hoạt động dựa trên một thuật toán hash sao cho giá trị hash của

các điểm có độ tương quan lớn thì có xác suất bằng nhau lớn. Nói cách khác, hàm hash ở

đây tối đa hoá xác suất để các điểm gần nhau rơi vào cùng một giá trị hash (ngược lại với

tiêu chí tối thiểu hoá của hàm hash thông thường). Một số hàm hash thường được dùng

trong bài toán tìm neighborhood có thể kể đến như: Bit sampling, MinHash, SimHash,...

– Ưu điểm: Độ phức tạp tính toán của LSH là O(n × d × L) với n là số điểm dữ liệu,

d là số chiều, L là số hàm hash. Trong thực tế ta có thể điều chỉnh các tham số để

đạt độ phức tạp mong muốn. So với thuật toán k-nearest neighbors bằng phương

4Xem Lựa chọn siêu tham số neighbor-k ở Phụ lục

3



pháp k-d tree (độ phức tạp tính toán là O((n× d + k)× log n)) thì thuật toán LSH

có lợi thế hơn về độ phức tính toán.

– Nhược điểm: Độ chính xác không cao bằng 2 phương pháp trên do chỉ là một phương

pháp xấp xỉ.

Có thể thấy rằng, mỗi thuật toán xây dựng neighbors graph đều có ưu, nhược điểm riêng. Ta

cần lựa chọn cũng như điều chỉnh những tham số thích hợp với mỗi bộ dữ liệu để đạt được hiệu

quả tối ưu. Sau khi đã có được neighbor graph, tức xác định được các neighbors của mỗi điểm

dữ liệu, ta xây dựng ma trận trọng số.

2.2 Xây dựng ma trận trọng số

Mục tiêu của bước này là xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính của các neighbors

của nó. Tức với mỗi điểm dữ liệu x (i), ta xấp xỉ:

x (i) ≈
m∑
j=1

wi ,j · x (j)

với mọi i , j ∈ {1, 2, . . . , m}, và ràng buộc wi ,j = 0 nếu x (j) không phải là neighbor của x (i).

Tất nhiên, ta muốn mất mát xảy ra do việc xấp xỉ này là nhỏ nhất. Bài toán này tương đương

tìm một ma trận trọng số W để tối ưu hàm mất mát sau:

L(W ) =

m∑
i=1

∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥
2

(1)

Đến đây ta muốn các nghiệm trọng số tối ưu bất biến với các phép biến đổi tuyến tính, tức

hợp của phép quay, phép vị tự và phép tịnh tiến. Sở dĩ ta muốn như vậy là vì bản chất của LLE

là ánh xạ tọa độ của một điểm dữ liệu từ hệ trục tọa độ gốc sang hệ trục tọa độ trên manifold
5. Như vậy, trong quá trình giảm chiều dữ liệu, ta chỉ quan tâm đến mối tương quan của các

điểm dữ liệu với nhau, chứ không quan tâm đến vị trí tuyệt đối của chúng. Khi một ánh xạ

tuyến tính được thực hiện trên tập dữ liệu input, ta muốn dữ liệu output được giữ nguyên.

Dựa vào dạng của (1), dễ thấy nghiệm tối ưu bất biến với phép quay và phép vị tự. Đồng thời

để nghiệm tối ưu của (1) bất biến với phép tịnh tiến, ta đặt thêm ràng buộc
m∑
j=1

wi ,j = 1. Thật

vậy, với điều kiện này, tịnh tiến toàn bộ các điểm dữ liệu theo một vector t bất kỳ, ta có:

(x (i) + t)−
m∑
j=1

wi ,j ·
(
x (j) + t

)
= x (i) + t −

(
m∑
j=1

wi ,j · x (j) +

m∑
j=1

wi ,j · t

)

= x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j) +

(
t − t ·

m∑
j=1

wi ,j

)

= x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)

5Xem lại phần 1.3
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Như vậy, bài toán xây dựng ma trận trọng số được phát biểu như sau:

Tìm ma trận trọng số W sao cho:

W = argmin
W

L(W )

Thỏa mãn wi ,j = 0 nếu xj không phải là neighbor của xi , và
m∑
j=1

wi ,j = 1.

Đặt:

εi =

∥∥∥∥∥x (i) −
m∑
j=1

wi ,j · x (j)
∥∥∥∥∥
2

với mọi i , j ∈ {1, 2, . . . , m}. L(W ) đạt cực tiểu tương đương với mọi εi được tối ưu hóa.

Vì tịnh tiến dữ liệu không làm thay đổi hàm mất mát, tiến hành tịnh tiến mỗi điểm dữ liệu theo

vector −x (i):

εi =

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

wi ,j · (x (j) − x (i))

∥∥∥∥∥
2

.

Giả sử x (i) có k neighbors. Gọi các neighbors của x
(i)
1 lần lượt là x

(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
k . Gọi thêm:

• Zi là ma trận k ×D có các vector hàng lần lượt là x
(i)
1 − x (i), x

(i)
2 − x (i), . . . , x

(i)
k − x (i).

• Wi là ma trận k × 1 chứa trọng số của các neighbors của x (i) 6.

Khi đó: εi = W T
i ZiZ

T
i Wi = W T

i GiWi , với Gi = ZiZ
T
i là một ma trận Gram 7.

Đến đây, sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange để tối ưu hóa εi với điều kiện
m∑
j

wi ,j = 1.

Điều kiện này tương đương với 1TWi − 1 = 0, với 1 là vector cột có các phần tử đều bằng 1.

Đặt:

L(Wi , λ) = W T
i GiWi − λ

(
1TWi − 1

)
Lấy đạo hàm lần lượt theo hai biến, ta có:

∂L
∂Wi

= 0

∂L
∂λ

= 0

⇐⇒
{

2GiWi − λ1 = 0

1TWi − 1 = 0
⇐⇒


GiWi =

λ

2
1

1TWi − 1 = 0

Nếu Gi khả nghịch, hệ phương trình trên tương đương: Wi =
λ

2
G−1i 1

1TWi − 1 = 0

6Ở đây chúng ta chỉ lưu tâm đến các trọng số của các neighbors của x (i) vì các trọng số khác bằng 0
7Xem Định nghĩa ma trận Gram ở Phụ lục Đại số tuyến tính
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Một cách giải hệ phương trình trên là cho λ = 1, giải ra Wi bằng phương trình thứ nhất, rồi

sau đó chuẩn hóa Wi để thỏa phương trình thứ hai.

Nếu Gi không khả nghịch 8 thì tồn tại vô số nghiệm cho bài toán tìm trọng số. Tất nhiên, ta

có thể chọn một nghiệm bất kỳ để làm tham số cho bài toán tìm representation. Tuy nhiên,

trong thực tế, việc lập trình cho thuật toán chọn một nghiệm bất kỳ sẽ tạo sự bất ổn định

giữa việc biểu diễn các điểm dữ liệu khác nhau, và giữa các lần chạy của thuận toán. Để tránh

trường hợp này, ta sử dụng kỹ thuật chính quy hóa. 9 Ta tối ưu hóa hàm mất mát đã được

chính quy hóa:

εi =

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

wi ,j · (x (j) − x (i))+

∥∥∥∥∥
2

+ α ‖wi‖2 = W T
i GiWi + αW T

i Wi

Giải một cách tương tự như trên, ta có nghiệm tối ưu của bài toán là:

Wi =
λ

2
(Gi + αI)−11

với I là ma trận đơn vị.

2.3 Xác định tập dữ liệu mới từ ma trận trọng số

Mục tiêu của bước này là từ ma trận trọng số trong bước 2, ta tìm biểu diễn trong không gian

Rd của tập dữ liệu. Giả sử dữ liệu đầu ra là Y ∈ Rm×d , ta kí hiệu y (1), y (2), ..., y (n) là các vector

hàng của Y và y1, y2, ..., yd là các vector cột của Y. Ta cần tối thiểu hóa hàm mất mát

Φ(Y ) =

m∑
i=1

∥∥∥∥∥y (i) −
m∑
j=1

wi ,jy
(j)

∥∥∥∥∥
2

. (2)

hay có thể viết dưới dạng ma trận:

Φ(Y ) = tr
(
Y TMY

)
(3)

trong đó M = (I −W )T (I −W ).

Hàm mất mát (2) có ý nghĩa giữ lại quan hệ tuyến tính địa phương của X khi xây dựng dữ liệu

mới Y.

Tuy nhiên, bài toán tối ưu hàm mất mát này sẽ có vô số nghiệm hoặc có nghiệm suy biến. Để

hạn chế số nghiệm và nghiệm suy biến, ta thêm hai điều kiện sau:

m∑
i=1

y (i) = 0⇐⇒ Y T1 = 0 (4)

và

1

m

m∑
i=1

y (i)y (i)T = I ⇐⇒
1

m
Y TY = Id (5)

8Điều này xảy ra khi k > D, tức số neighbors của điểm dữ liệu lớn hơn số features ban đầu
9Xem phần Chính quy hóa ở Phụ lục Đại số tuyến tính
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ở đó 1 là vector cột có các thành phần đều là 1.

Hai điều kiện này đảm bảo dữ liệu đầu ra sẽ có ma trận hiệp phương sai là ma trận đơn vị, từ

đó tránh được trường hợp nghiệm suy biến là tất cả các điểm dữ liệu đầu ra trùng nhau. Ta sẽ

giải bài toán tối thiểu hóa Φ(Y ) với điều kiện đẳng thức trên đường chéo của (5), nghiệm tối

ưu của bài toán này sẽ thỏa mãn điều kiện (4) và (5).

Sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange, ta có Lagrangian:

L = tr
(
Y TMY

)
− tr

[
ΛT
(

1

n
Y TY − Id

)]
(6)

trong đó Λ là ma trận đường chéo có các phần tử là nhân tử Lagrange.

Để đạo hàm của Lagrangian theo ma trận Y 10 chỉ có các thành phần bằng 0 thì:

MY −
1

n
Y Λ = 0 (7)

Vì vậy, Lagrangian đạt điểm dừng khi các cột của Y là các vector riêng của M.

Khi các cột của Y bao gồm các vector riêng của M (lần lượt tương ứng với giá trị riêng

λ1, λ2, ..., λd), giá trị của hàm mục tiêu sẽ là:

Φ(Y ) =

d∑
i=1

yTi Myi =

d∑
i=1

λiy
T
i yi = m

d∑
i=1

λi (8)

Ta cần tối thiểu hóa Φ(Y ), do đó sẽ chọn d vector riêng ứng với d trị riêng nhỏ nhất của M để

tạo thành Y. Ta có một số lưu ý:

• M là ma trận Gram nên nửa xác định dương, các giá trị riêng đều không âm.

• 1 luôn là vector riêng tương ứng với giá trị riêng 0 (giá trị riêng nhỏ nhất có thể) của M

nên luôn nằm trong d trị riêng nhỏ nhất. Nếu ta đưa 1 vào Y thì không mang nhiều ý

nghĩa, vậy nên sẽ bỏ qua vector riêng này và chọn d vector riêng nhỏ tiếp theo.

• M là ma trận có m hàng m cột nên có m giá trị riêng, thường m rất lớn so với d+1 (số

lượng điểm dữ liệu lớn hơn số chiều) và do đó luôn có thể tìm được d giá trị riêng nhỏ

nhất và các vector riêng tương ứng để tạo thành Y.

Ta chỉ ra nghiệm này thỏa mãn (4). Thật vậy, vì y1, y2, ..., yd và là các vector riêng thuộc

không gian riêng khác với 1 nên trực giao với 1, và do đó yTi 1 = 0 ∀ i = 1, d , hay là Y T1 = 0.

Để (5) được thỏa mãn thì ta sẽ lựa chọn các vector riêng có chuẩn là
√
m và đôi một trực

giao nhau. Vì các vector riêng ứng với giá trị riêng khác nhau thì trực giao, do đó chỉ cần chọn

các vector riêng ứng với cùng một giá trị riêng trực giao nhau.

10Xem phần phụ lục giải tích ma trận
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3 Áp dụng mô hình

3.1 Thuật toán LLE cơ bản

Để có một góc nhìn trực quan hơn về thuật toán LLE đã được trình bày ở các phần trước, ta

tiến hành áp dụng thuật toán LLE lên một vài bộ dữ liệu dưới đây.

Hình 3: Các tập datasets

Mỗi tập dữ liệu là tập hợp các điểm dữ các điểm dữ 3 chiều được biểu diễn dưới dạng ma trận

kích thước n × 3 với n ≈ 1500. Mục tiêu ở đây là áp dụng thuật toán LLE để giảm chiều của

dữ liệu xuống còn 2 chiều, tức 1 một ma trận kích thước n× 2. Dưới đây là đoạn code sử dụng

thư viện sklearn.

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.manifold import LocallyLinearEmbedding

# Ma tran input duoc luu trong bien X

fig = plt.figure()

fig.set_size_inches(13, 8)

# Cac gia tri k can thu

k_set = [5, 6, 7, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 20,

21, 22, 25, 26, 27, 30, 40, 60, 80, 120]

# Voi moi gia tri k ta chay thuat toan LLE va bieu dien output tuong ung

for id, k in enumerate(k_set):

# Giam chieu bang LLE

embedding = LocallyLinearEmbedding(n_components=2, n_neighbors=k,

random_state=117)

X_transformed = embedding.fit_transform(X)

# Bieu dien output bang matplotlib

ax = fig.add_subplot(4, 5, id + 1)

ax.scatter(X_transformed[:,0], X_transformed[:,1],

c=color, cmap=plt.cm.Spectral, s=25)

8



# Xoa cac truc va dat ten cho tung output

plt.xticks([]), plt.yticks([])

plt.title(f’k={k}’, fontsize=20)

plt.subplots_adjust(wspace=0.3, hspace=0.3)

plt.show()

Dưới đây là kết quả thu được từ mỗi bộ dữ liệu. Dựa vào các kết quả thực nghiệm, ta có thể

rút ra các nhận xét sau:

• Kết quả của thuật toán LLE phụ thuộc rất lớn vào việc xây dựng neighbor graph, cụ thể

ở đây là hyperparameter k trong thuật toán K-nearest neighbors.

• Việc lựa chọn k quá nhỏ sẽ khiến cho neighbor graph bị chia thành nhiều thành nhiều

thành phần liên thông. Dẫn đến việc xuất hiện những nghiệm suy biến. Những nghiệm

này là những nghiệm tối ưu của bài toán cũng như thoả mãn các ràng buộc nhưng không

phải những nghiệm ta mong muốn.

• Trong khi đó, lựa chọn k quá lớn sẽ khiến cho các neighbor ở cách xa nhau và những

điểm không phải lân cận của nhau trên manifold lại trở thành neighbor. Từ đó không thể

hiện được các cấu trúc hình học cục bộ. Cụ thể trên tập swiss roll, các điểm ở lớp ngoài

có thể trở thành neighbor của các điểm ở lớp trong, khiến cho manifold không được trải

ra khi giảm chiều.

• Việc lựa chọn hyperparameter k phụ thuộc vào tính chất của bộ dữ liệu. Qua minh hoạ

của output với các k khác nhau, ta có thể ước lượng tương đối được giá trị k tối ưu cho

từng bộ dữ liệu. Cụ thể: kswissrol l ∈ [17, 40], kscurve ∈ [20, 40] và ksphere ∈ [15, 30].

Hình 4: Kết quả trên tập swiss roll
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Hình 5: Kết quả trên tập s curve

Hình 6: Kết quả trên tập sphere like

10



Một vấn đề khác chúng ta cần lưu ý khi áp dụng thuật toán LLE đó chính là mật độ phân bố

trong bộ dữ liệu. Dưới đây là kết quả của thuật toán LLE trên bộ dữ liệu swiss roll vói mật độ

phân bố khá thưa (500 điểm dữ liệu). Bằng quan sát, ta có thể thấy rằng thuật toán LLE gặp

khó khăn với bộ dữ liệu này. Lí do là khi mật độ phân bố dữ liệu thưa, các neighbor sẽ cách xa

nhau, dẫn đến tính tuyến tính cục bộ của manifold không được thể hiện rõ.

Hình 7: Kết quả trên tập swiss roll với 500 điểm dữ liệu
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3.2 Thuật toán LLE sử dụng ε-neighborhoods

Như đã được trình bày ở các phần trên, việc xây dựng neighbor graph là một phần quan trọng

trong thuật toán LLE. Ngoài thuật toán k-nearest neighbors - thuật toán được dùng trong cài

đặt LLE của sklearn, thì một thuật toán khác khá phổ biến chính là ε-neighborhoods. Dưới

đây là một đề xuất cài đặt thuật toán LLE sử dụng ε-neighborhoods và kết quả khi chạy trên

tập dữ liệu swiss roll.

import numpy as np

from sklearn.neighbors import radius_neighbors_graph

def locally_linear_embedding(X, eps, out_dim=2):

# Xay dung neighbor graph bang e-neighborhood

G = radius_neighbors_graph(X, radius=eps, mode=’distance’)

# Tim ma tran trong so W

W = np.zeros((X.shape[0], X.shape[0]))

for i, x in enumerate(X):

Z = np.zeros((0, X.shape[1]))

neighbor = []

for id in range(G.indptr[i], G.indptr[i+1]):

neighbor.append(G.indices[id])

Z = np.vstack((Z, [X[G.indices[id]]- x]))

# Bao loi neu eps qua nho dan toi tinh trang

# 1 diem khong co bat cu neighbor nao

if not len(neighbor):

raise Exception(’eps is too small’)

C = Z @ Z.T

_eps = 0.001 * np.trace(C)

C = C + _eps * np.eye(C.shape[0])

one = np.full((C.shape[0], 1), 1)

w = np.linalg.solve(C, one)

w /= np.sum(w)

for id, wj in enumerate(w):

W[i, neighbor[id]] = wj

# Tim cac diem bieu dien Y

A = np.eye(W.shape[0]) - W

A = A.T @ A

eigen_values , eigen_vectors = np.linalg.eig(A)

id = eigen_values.argsort()

eigen_values = eigen_values[id]

eigen_vectors = eigen_vectors[:,id]

return eigen_vectors.T[1:out_dim + 1].T
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Hình 8: Kết quả trên tập s curve sử dụng thuật toán e-neighborhood

Qua minh hoạ kết quả, có thể thấy sử dụng thuật toán k-nearest neighbors, ε-neighborhoods

trong LLE cho kết quả tương tự nhau (ε-neighborhoods có phần nhỉnh hơn với ε ∈ [3.6; 3.8]).

Tuy nhiên, việc lựa chọn ε phù hợp có phần phức tạp hơn so với việc lựa chọn k, và phụ thuộc

khá nhiều vào tính chất hình học cũng như phân bố mật độ dữ liệu của bộ dữ liệu.

3.3 Ứng dụng LLE vào bài toán nén ảnh

Nén ảnh là một phương pháp có tính ứng dụng cao trong khoa học dữ liệu. Nó giúp giảm kích

thước của một bức ảnh - tức giảm số lượng dữ liệu cần thiết để mô tả một bức ảnh. Việc nén

ảnh sẽ góp phần bóc tách các tính chất đặc trưng của ảnh cũng như tăng tốc các thuật toán

thị giác máy tính. Ở đây, công dụng giảm chiều dữ liệu của LLE sẽ được tận dụng để nén một

bức ảnh đen trắng như sau.

Hình 9: Hình đen trắng cần nén
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Mỗi bức ảnh được coi là một ma trận kích thước H ×W với mỗi giá trị tương ứng với một

điểm ảnh. Các bước thực hiện nén ảnh như sau:

• Phân mảng:

– Tiến hành phân nhỏ bức ảnh thành n mảng nhỏ xi kích thước h×w (h < H,w < W )

(các mảng có thể chồng một phần lên nhau).

– Trải phẳng từng mảng xi thành ma trận dòng, ta được một ma trận X kích thước

n × (h × w) có dạng như sau
( X1

...
Xn

)
.

• Áp dụng LLE: Coi ma trận X là một ma trận biểu diễn n điểm dữ liệu với số chiều là

h×w . Ta áp dụng thuật toán LLE để giảm số về d chiều, thu được một ma trận có kích

thước n × d là Y =
( Y1

...
Yn

)
.

• Biểu diễn ảnh nén dưới dạng heatmap: Với mỗi ma trận cột của ma trận Y ta có thể biểu

diễn lại nó sao cho vị trí của mỗi phần tử ứng với vị trí của các mảng ban đầu. Qua đó,

ta sẽ được k heatmap.

• Tính tỉ lệ nén bằng công thức compression rate = w×h×d
W×H

Dưới đây là một đề xuất cài đặt sử dụng LLE để nén bức ảnh trên và các kết quả được biểu

diễn dưới heatmap.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def compress(image, height, width, slice_h, slice_w, feature):

# Them cac vung dem

h, w = image.shape

data = np.zeros((h + slice_h, w + slice_h))

data[:h,:w] = image

# Chia anh thanh cac mang

patches = np.zeros((0, height * width))

cur_h, cur_w = 0, 0

cnt = 0

while cur_h < h:

while cur_w < w:

patches = np.append(patches, [data[cur_h:cur_h + height, cur_w:cur_w +

width].flatten().tolist()], axis

=0)

cur_w += slice_w

cnt += 1

cur_h += slice_h

cur_w = 0

# Nen cac mang bang LLE

embedding = LocallyLinearEmbedding(n_components=feature, n_neighbors=15,

random_state=117)

Y = embedding.fit_transform(patches).T
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# Bieu dien anh nen duoi dang heatmap

fig = plt.figure()

fig.set_size_inches(15, 4)

for i in range(feature):

ax = fig.add_subplot(2, feature//2, i+1)

ax.imshow(Y[i].reshape((cnt, Y[i].shape[0] // cnt)), cmap=’jay’)

plt.xticks([]), plt.yticks([])

plt.subplots_adjust(left=0,

bottom=0,

right=1,

top=1,

wspace=0.3,

hspace=0.3)

plt.show()

# Tinh ti le nen

rate = Y.shape[0] * Y.shape[1] / (image.shape[0] * image.shape[1])

print(f’Compression rate: {rate}’)

# Ti le nen thu duoc la 0.17857142857142858

# Anh duoc luu trong bien grayscale

compress(grayscale , 10, 10, 7, 8, 10)

Hình 10: Các heatmap thu được sau khi nén

Mỗi heatmap thu được biểu diễn một tính chất đặc trưng nhất định của ảnh gốc. Ví dụ:

heatmap 3 và 4 thể hiện các mảng sáng tối, heatmap 7 và 8 thể hiện đường nét của các vật

thể.
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4 Một số cải biến của Locally Linear Embedding

4.1 Modified Locally Linear Embedding

LLE là một thuật toán thường được sử dụng, tuy nhiên có một điểm yếu là không hoàn toàn

ổn định. Ta có thể sử dụng kỹ thuật chính quy hóa Tinkhonov trong phần phụ lục nhưng có

thể không thu được xấp xỉ nghiệm tối ưu nếu chọn bâc chính quy hóa không phù hợp. Thuật

toán Modified LLE (MLLE) là một cải tiến của LLE cơ bản bằng việc sử dụng nhiều trọng số

cho mỗi điểm dữ liệu, từ đó giúp thuật toán chạy ổn định hơn.

MLLE cũng có 3 bước tương tự như LLE: tìm các điểm lân cận, xây dựng ma trận trọng số

và xây dựng các điểm biểu diễn. Điểm khác biệt chủ yếu nằm ở bước thứ 2, xây dựng ma trận

trọng số. Hai bước còn lại có thể thực hiện tương tự LLE cơ bản. Các bước thực hiện cụ thể

tham khảo tại [7].

4.2 Hessian Locally Linear Embedding

Hessian Locally Linear Embedding (HLLE) được nghiên cứu và phát biểu bởi D.L. Donoho

và C. Grimes. Cải biến của HLLE so với LLE là HLLE thực hiện giảm chiều dữ liệu bằng cách

tối thiểu hoá các yếu tố phụ thuộc vào đa tạp chứa tập dữ liệu. Quá trình vận hành HLLE có

5 bước:

1. ε-neighborhoods và k-nearest neighbors đều được sử dụng ở bước đầu tiên (nhưng

k-nearest neighbors thường được sử dụng nhiều hơn). Chọn hyperparameter k sao cho

k >
(d + 2)(d + 1)

2
.

2. Xác định toạ độ của tangent space tại mỗi điểm dữ liệu xi bằng phương pháp PCA trên

vùng lận cận của điểm xi đó. Gọi tập hợp các neighbors của xi là Xi = {xi1, xi2, . . . , xik}.
Áp dụng Principal Component Analysis để tìm ra thành phần chính của Xi là một ma

trận k × d là Vi = [v1 v2 . . . vd ]. Suy ra, các vector cột của Vi là hàm toạ độ tiếp

tuyến của Xi .

3. Đặt 1 = [1, . . . , 1]T ∈ Rk và Qi = [vi � vj ]16i6j6d . Định nghĩa ma trận

Va = [1, Vi , Qi ]

Áp dụng phương pháp Gram-Schmidt để tìm ra ma trận chuẩn hoá
[
1, Vi ,

∼
Qi

]
của Va. Từ

đó, hàm Hessian lân cận là Wi =
∼
Qi(

∼
Qi)

T .

4. Cho ma trận Kernel ban đầu là ma trận 0 kích cỡ n × n. Công thức của K là

K(N(i), N(i)) := K(N(i), N(i)) +Wi

với K(N(i), N(i)) là ma trận con của K chứa các hàng và cột có chỉ số từ 1 đến N(i).

16



5. Gọi {Y0, Y1, . . . , Yd} ∈ Rn là d + 1 vector riêng tương ứng với d + 1 giá trị riêng của K.

Vậy, tập dữ liệu mới là:

Y =


Y1
Y2
...

Yd


4.3 Local Tangent Space Alignment

Tương tự như LLE, Local Tangent Space Alignment (LTSA) tận dụng các tính chất tuyến

tính cục bộ của manifold để tìm ra mối quan hệ cục bộ của một neighborhood. 11 Để xác định

mối quan hệ cục bộ này, LLE xấp xỉ mỗi điểm dữ liệu bằng một tổ hợp tuyến tính có ràng buộc

của các neighbors; LTSA sử dụng các tangent space. 12 Cụ thể, với input và output giống của

LLE, các bước của LTSA như sau:

1. Xây dựng neighbor graph,

2. Xét một điểm dữ liệu xi và neighborhood N(i) tương ứng. Xác định tangent space tại

điểm xi . Tìm tọa độ cục bộ của các điểm dữ liệu thuộc N(i) trên tangent space,

3. Căn chỉnh các tangent space để đồng nhất hóa các hệ trục tọa độ cục bộ trên các

tangent space khác nhau thành một hệ trục tọa toàn cục trong không gian d chiều.

LTSA nhanh, nhưng lại bất ổn định khi tập dữ liệu có noise (nhiễu). So với LLE, LTSA nhạy

cảm với kích thước của neighborhood, vì vậy khi xây dựng neighbor graph cần phải xác định

thuật toán và kích thước neighborhood phù hợp.

11Neighborhood là một khái niệm trong topology. Neighbourhood của một điểm là một tập hợp các neighbors

của điểm đó.
12Một cách dễ hiểu, tangent space của manifold M tại điểm p là một không gian vector chứa toàn bộ các

vector tiếp tuyến vớiM tại p.
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5 Kết luận đánh giá

Trong bài báo cáo này, chúng tôi đã trình bày thuật toán Locally Linear Embedding, một thuật

toán Manifold Learning thường được sử dụng để giảm chiều dữ liệu. Với nền tảng là giả thiết

đa tạp, LLE bắt đầu với việc xây dựng neighbor graph, biểu diễn mỗi điểm dữ liệu bằng một

tổ hợp tuyến tính có ràng buộc của các neighbors, và dùng ma trận trọng số tìm được để xác

định tập dữ liệu mới ít chiều hơn.

So với các thuật toán giảm chiều dữ liệu phi tuyến tính khác, LLE có những ưu điểm quan

trọng, bao gồm đảm bảo tìm được nghiệm tối ưu toàn cục và yêu cầu ít siêu tham số. Nhu

cầu lưu trữ của LLE chỉ giới hạn bằng với kích cỡ của ma trận trọng số, tức n × k , với n là số

điểm dữ liệu và k là số neighbors. Hơn nữa, các ma trận được hình thành qua các bước của

LLE thường là các ma trận thưa. 13 Sử dụng các kỹ thuật lập trình, ta có thể tận dụng các ma

trận thưa để giảm không gian lưu trữ và thời gian chạy thuật toán.

Khi áp dụng thuật toán này cũng cần một số lưu ý. Như đã đề cập từ đầu, tập dữ liệu phải

nằm (xấp xỉ gần) trên một đa tạp - đây là giả định căn bản nhất của LLE. Đồng thời phải

chọn phương pháp và siêu tham số xây dựng neighbor graph phù hợp. Thường trong thực tế

sẽ chọn phương pháp k-nearest neighbors vì phương pháp này không phụ thuộc vào kích cỡ và

chiều của tập dữ liệu. Tuy nhiên, việc chọn k cho một tập dữ liệu là không dễ. k quá nhỏ hay

quá lớn đều sẽ ảnh hưởng xấu đến thuật toán. 14 Với phương pháp ε-neighborhood, việc chọn

ε phù hợp thật sự rất khó, bởi vì giá trị phù hợp phụ thuộc rất nhiều vào kích cỡ và hình dạng

cục bộ của manifold của dữ liệu.

13Ma trận thưa là ma trận mà đa số các phần tử là 0. Không có định nghĩa chặt chẽ bao nhiêu phần tử cần

bằng 0 để ma trận được coi là thưa nhưng với một tiêu chí chung là số phần tử khác 0 phải xấp xỉ bằng số hàng

hoặc các cột.
14May mắn thay, LLE vẫn cho kết quả khá tốt trên một khoảng k khá rộng.
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6 Phụ lục

6.1 Đại số tuyến tính

6.1.1 Định thức

(Điều kiện khả nghịch) Cho ma trận A = [ai j ] ∈ Mn×n(R). Ta có: detA 6= 0⇔ A khả nghịch.

Chứng minh:

(=⇒) Xét ma trận B = [A 6=i j ], trong đó A 6=i j bằng (−1)i+j nhân với định thức ma trận A sau

khi bỏ đi hàng i và cột j. Gọi dik là định thức của A khi thay hàng i bởi hàng k. Đặt C = BTA,

ta có:

Ci j =

n∑
k=1

Bikakj =

n∑
k=1

A6=kiakj = di j =

{
det(A) khi i = j

0 khi i 6= j
(9)

do đó C = det(A)I. Vì det(A) 6= 0 nên 1
det(A)

BTA = I, từ đó suy ra ma trận A khả nghịch.

(⇐=) Ma trận A khả nghịch nên tồn tại ma trận B thỏa mãn AB = I. Vì thế:

1 = det(I) = det(AB) = det(A)det(B) (10)

do đó det(A) 6= 0

(Định thức và giá trị riêng) Cho ma trận A ∈ Mn×n(R). Định thức của A bằng tích các giá trị

riêng (kể cả bội) của A nhân với (−1)n.

Chứng minh:

Giả sử λ1, λ2, ..., λn là các giá trị riêng của A, khi đó chúng là nghiệm của phương trình ẩn λ là

det(A− λI) = 0. Sử dụng khai triển phần phụ để tính định thức cho det(A− λI), ta sẽ nhận

được đa thức bậc n biến λ, gọi là P (λ). Đa thức này có hệ số cao nhất là (−1)n và hệ số tự

do là P (0) = det(A). Theo định lý Viète:

λ1λ2...λn =
det(A)

(−1)n
= (−1)ndet(A). (11)

6.1.2 Ma trận Gram

(Định nghĩa ma trận Gram) G được gọi là ma trận Gram nếu G có thể biểu diễn dưới dạng

ATA.

(Điều kiện xác định dương của ma trận Gram) Ma trận Gram nửa xác định dương. Ma trận

Gram xác định dương khi và chỉ khi các vector tạo thành ma trận Gram độc lập tuyến tính.

Chứng minh:

Với mọi vector v ∈ Rn, ta có:

vTGv = vTATAv = (Av)T (Av) = ||Av || ≥ 0 (12)
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Như vậy G là ma trận nửa xác định dương.

G là nửa xác định dương, khi đó G xác định dương khi và chỉ khi det(G) > 0, điều này tương

đương với các vector tạo thành ma trận Gram độc lập tuyến tính.

Mặt khác, G xác định dương nếu với vector v, vTGv = 0 thì v = 0, tương đương với mệnh đề

||Av || = 0 kéo theo v = 0, hay là Av = 0 kéo theo v = 0, có nghĩa là các vector tạo thành A

sẽ độc lập tuyến tính.

6.1.3 Ma trận đối xứng

Tính chất: các giá trị riêng của ma trận đối xứng thực luôn là số thực.

Chứng minh:

Gọi λ, v lần lượt là giá trị riêng và vector riêng (có thể phức) của ma trận thực đối xứng A. Ta

có A = AT = Ā = ĀT và:

λv̄T v = v̄T (λv) = v̄T (Av) = v̄T ĀT v = (Av)T v = (λv)T v = λ̄v̄T v (13)

trong đó λ̄ là liên hợp của λ trong tập số phức C, v̄ là vector phức có các thành phần tương

ứng liên hợp với v , Ā là ma trân có các phần tử tương ứng liên hợp với A.

Vì v̄T v là chuẩn của v và ta có v 6= 0 nên v̄T v 6= 0, từ đó có được λ̄ = λ, do vậy λ ∈ R

6.1.4 Chính quy hóa

Cho biết ma trận X và vector y . Tìm vector w sao cho ε(w) = ‖Xw − y‖2 đạt min.

Bài toán trên là một bài toán Linear Square Error - đi tìm trọng số chuẩn mực. Tuy nhiên

trong những trường hợp bài toán trên có vô số nghiệm, để xác định nghiệm duy nhất, ta sử

dụng phương pháp chính quy hóa, tức thêm thông tin về nghiệm. Chính quy hóa cho phép ta

lợi dụng việc bài toán có vô số nghiệm để tìm ra nghiệm duy nhất có tính chất ta muốn. Ý

tưởng của chính quy hóa là di chuyển nghiệm tối ưu đến một điểm gần nó để xác định nghiệm

duy nhất (tránh trường hợp tồn tại vô số nghiệm tối ưu) và giảm độ phức tạp của thuật toán

(để tránh overfit).

Đối với các bài toán tìm trọng số như trong LLE, ta có giả định rằng giữa vô số nghiệm cùng

làm cho hàm mất mát tối ưu, việc ưu tiên chọn nghiệm có giá trị các trọng số gần bằng

nhau sẽ cho kết quả thuật toán tốt hơn. Đặt X =

x
T
1
...

xTn

 (với x1, . . . , xn là các vector cột) và

w =

w1...
wn

 (với w1, . . . , wn ∈ R). Khi w1 ≈ w2 ≈ . . . ≈ wn thì tầm quan trọng, hay mức độ

đóng góp, trong việc xấp xỉ y của x1, . . . , xn là gần như nhau, và ta giả định rằng điều này là

tốt cho thuật toán.
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Nhận thấy w1 ≈ w2 ≈ . . . ≈ wn khi norm của w nhỏ (hệ quả của bất đẳng thức Cauchy), ta

thêm đại lượng chính quy hóa α ‖w‖2 vào hàm mất mát và ta đi tối ưu hóa hàm mất mát đã

được chính quy hóa này:

ε∗(w) = ‖Xw − y‖2 + α ‖w‖2

Với α là một số thực dương, gọi là bậc chính quy hóa, thế hiện tầm quan trọng của tính chất

norm nhỏ so với việc tìm nghiệm tối ưu hàm mất mát gốc. Nếu α lớn, ta coi trọng tính chất

norm nhỏ hơn, đồng nghĩa với việc nghiệm tối ưu mới sẽ càng xa so với nghiệm tối ưu ban

đầu. Ngược lại, ta chỉ coi trọng việc tối ưu hàm mất mát gốc, và tính chất norm nhỏ không

còn quan trọng nữa. Vì vậy ta phải chọn α sao cho phù hợp; thường ta chọn α trong khoảng

[10−3, 10−1].

6.2 Giải tích ma trận

(Định nghĩa đạo hàm của hàm vô hướng theo ma trận)

Xét hàm số f(X): Rm×n −→ R. Ta kí hiệu:

∂f
∂X

=
[
∂f
∂Xi j

]
m×n

là đạo hàm của hàm f theo ma trận X

Một số biểu thức đạo hàm dùng trong báo cáo (tham khảo thêm trong [8]):

1. ∂
∂X
T r
(
XTBX

)
= BX+ BTX

2. ∂
∂X
T r
(
BXTX

)
= XBT + XB

6.3 Lựa chọn siêu tham số neighbor - k

Ở các bước trong thuật toán LLE nêu trên có nhắc đến hyper-parameter k (số neighbors của

một điểm dữ liệu), thế làm cách nào để xác định được siêu tham số k phù hợp cho từng tập

dữ liệu? Đây là một phương pháp được sử dụng phổ biến: Phương Sai Thặng Dư.

Phương sai thặng dư dùng để tính độ sai lệch giữa kết quả thực tế và kết quả dự kiến; trong bài

toán LLE, khoảng cách giữa các điểm dữ liệu ban đầu tượng trưng cho “dự kiến” còn khoảng

cách giữa các điểm dữ liệu sau khi giảm chiều tượng trưng cho “thực tế”. Do đó, giá trị k phù

hợp là giá trị k cho giá trị phương sai thặng dư bé nhất. Giả sử k ∈ {1, 2, . . . , kmax}. Với mỗi

giá trị k , dùng phương pháp LLE để tìm tập nén Y của tập dữ liệu X ban đầu. Gọi DX và DY
lần lượt là ma trận khoảng cách các phần tử trong X và Y , ρ2DX ,DY là độ tương giao tuyến tính

giữa DX và DY . Ta có ρ2DX ,DY :=
SDX ,DY
SDXSDY

(S là độ lệch chuẩn). Phương sai thặng dư theo biến

k được xác định bởi công thức:

σ2k(DX, DY ) := 1− ρ2DX ,DY
Giá trị k phù hợp nhất cho tập dữ liệu X là giá trị cho kết quả phương sai thặng dư bé nhất.

Nghĩa là:

k := argmin
x

σ2k(DX, DY )
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Tuy nhiên, ta có thể tránh việc thử với tất cả giá trị k ∈ {1, 2, . . . , kmax} bằng cách phân

nhóm theo thứ bậc. Ta tính biểu thức L(W ) 1 với từng k ∈ {1, 2, . . . , kmax} và rút ra các biến

k cho giá trị L(W ) bé hơn so với khi biến là k − 1 hoặc k + 1 (tức điểm cực tiểu). Lúc này,

thực hiện quy trình như trên mới các điểm cực tiểu thu được suy ra giá trị k phù hợp.
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