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Principal component analysis



Giới thiệu về Principal component analysis

Phương pháp PCA dựa trên một quan sát:

+ Dữ liệu thường không phân bố ngẫu nhiên trong không gian.

+ Thay vào đó chúng phân bố gần các siêu phẳng nào đó.
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Giới thiệu Principal component analysis

Xét tập dữ liệu {xn} và n = 1, ...,N . Các xn là các biến thuộc không

gian vector Euclid với số chiều D.

Input: Các vector {xn} n= 1, ...,N thuộc không gian vector Euclid -

D chiều

Output: Các vector {zn} n= 1, ..,K thuộc không gian vector K chiều.

Hệ cơ sở trực chuẩn U sao cho: Z =UT
K X

(UK tạo bởi K cột đầu tiên của Ma trận trực giao U)
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Principal component analysis - Xây dựng bài toán PCA

Nguồn ảnh: Blog Machine Learning cơ bản

Theo hình vẽ, ta có: X =UKZ +UKY

Z =UT
K X

Y =U
T
KX
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Principal component analysis - Xây dựng bài toán PCA

Y ≈ b1T

(1T ∈R1×N là vector hàng có toàn bộ các phần tử bằng 1)

Giả sử đã tìm được U, ta cần tìm b thoả mãn:

b= argminb||Y−b1T ||2F =⇒ b =U
T
Kx

(x - là vector trung bình của toàn bộ dữ liệu)

Nhận xét: Sẽ thuận tiện hơn nếu vector trung bình x = 0. Việc này

đạt được nếu ngay từ đầu khi chúng ta trừ mỗi vector dữ liệu đi

vector trung bình của toàn bộ dữ liệu.
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Principal component analysis - Xây dựng bài toán PCA

Bài toán trở thành:

X≈X =UKZ +UKU
T
Kx1T

Hàm mất mát:

J = 1
N
||X−X ||2F =

D∑
K+1

uTi Sui

với S là ma trận hiệp phương sai của dữ liệu.

Định nghĩa:

S = 1
N

N∑
1
(xn−x)(xn−x)T
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Principal component analysis - Xây dựng bài toán PCA

Xét L=∑D
i=1u

T
i Sui

Ta có: L=∑D
i=1uTi Sui =Trace(S)=∑D

i=1λi

Với λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λD ≥ 0 là các giá trị riêng của ma trận nửa xác

định dương S .

Việc tối thiểu hàm mất mát J =∑D
K+1u

T
i Sui tương đương với việc

tối đa hàm F := L - J=
∑K

i=1uiSuTi
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Principal component analysis - Nghiệm của PCA

Bổ Đề:

F = ∑K
i=1uiSuTi đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi ui là các vector

riêng ứng với K trị riêng λi i = 1,K

maxF =
K∑
i=1

λi
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Principal component analysis

Các bước thực hiện PCA:

Bước 1: Tính vector trung bình của toàn bộ dữ liệu

x = 1
N

N∑
n=1

xn

Bước 2: Trừ mỗi điểm dữ liệu cho vetor trung bình của toàn bộ dữ

liệu.

x̂n = xn−x

Bước 3: Tính ma trận hiệp phương sai S của dữ liệu đã được chuẩn

hóa

S = 1
N

N∑
1
(xn−x)(xn−x)T
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Principal component analysis

Bước 4:

+ Tính các trị riêng và vector riêng có norm bằng 1 của ma trận S ,

sắp xếp chúng theo thứ tự giảm dần của trị riêng.

+ Chọn K vector riêng ứng với K giá trị riêng lớn nhất để tạo lập

ma trận trực giao UK .

Bước 5: Chiếu dữ liệu ban đầu đã chuẩn hoá xuống không gian con

tìm được.

(Dữ liệu mới chính là toạ độ của các điểm dữ liệu trên không gian

mới)
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Kernel principal component analysis



Điểm yếu của PCA và động lực nghiên cứu

Ví dụ (phân bố đồng tâm).

• Sử dụng không gian con

tuyến tính (PCA) cho đầu

ra không có ích (mẫu vẫn

giữ nguyên).

→ Kernel PCA ở đây chiếu tập

dữ liệu ban đầu thành hai

vùng (màu đỏ và màu

xanh) rời nhau. lijiancheng0614.github.io
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Ý tưởng cho Kernel PCA

Ở không gian hai chiều, mẫu phân bố đồng tâm là không thể phân

tách tuyến tính được (không tồn tại một đường thẳng chia tập dữ

liệu thành hai phần mà mỗi phần chỉ chứa một màu).

Bằng ánh xạ Φ : R2 7→ R3, (x1,x2) 7→ (x1,x2,x2
1 +x2

2 ) thì tập dữ liệu

đã có thể phân tách tuyến tính được.

Rita Osadchy
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Mở đầu của Kernel PCA

Cho một tập dữ liệu {xn} với n= 1, 2, . . . , N có số chiều D, và

N∑
i=1

xi = 0.

Ma trận hiệp phương sai của tập dữ liệu này là

S= 1
N

N∑
i=1

xix
T
i .

Bây giờ ta chiếu các điểm dữ liệu xn vào một không gian đặc trưng

F thông qua ánh xạ Φ:

Φ : RD 7→ F , x 7→Φ(x).
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Dẫn ra công thức

Giả sử rằng trung bình cộng của các dữ liệu qua hàm Φ bằng 0, tức

là
N∑
i=1

Φ(xi )= 0.

Khi đó ma trận hiệp phương sai trở thành

Ŝ= 1
N

N∑
i=1

Φ(xi )Φ(xi )
T.

Ta áp dụng thuật toán PCA lên không gian đặc trưng này, tức là ta

đi tìm các trị riêng λi và vector riêng vi của Ŝ:

Ŝvi = λivi

sao cho λi lớn nhất.
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Dẫn ra công thức

Thay định nghĩa của ma trận Ŝ vào, ta được

1
N

N∑
i=1

Φ(xi )
[
Φ(xi )

Tvi
]= λivi .

Ta có vi thuộc span
{
Φ(x1),Φ(x2), . . . ,Φ(xN)

}
nên có thể viết

vi =
N∑
n=1

ainΦ(xn).

Thay vi vào và nhân bên trái hai vế cho Φ(xl )
T, ta được

1
N

N∑
n=1

Φ(xl )
TΦ(xn)

N∑
m=1

aimΦ(xn)
TΦ(xm)= λi

N∑
n=1

Φ(xl )
TΦ(xn).
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Kernel trick

Nhắc lại phương trình cần giải là

1
N

N∑
n=1

Φ(xl )
TΦ(xn)

N∑
m=1

aimΦ(xn)
TΦ(xm)= λi

N∑
n=1

Φ(xl )
TΦ(xn).

Trong phương trình này, các vector Φ(xi ) chỉ xuất hiện dưới dạng

tích vô hướng. Do đó ta không cần phải thực hiện ánh xạ Φ một cách

tường minh, mà chỉ cần tính các tích vô hướng như Φ(xl )
TΦ(xn)

một cách hiệu quả.
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Dẫn ra công thức (tiếp theo)

Sử dụng phép đặt hàm kernel k(xm,xn)=Φ(xm)TΦ(xn) và ma trận

kernel cỡ N ×N:

K=


k(x1,x1) k(x1,x2) · · · k(x1,xN)

k(x2,x1) k(x2,x2) · · · k(x2,xN)
...

...
. . .

...

k(xN ,x1) k(xN ,x2) · · · k(xN ,xN)

 ,

ta cần giải phương trình trị riêng

Kai = λiNai ,

trong đó ai là vector cột có các phần tử là ani với n= 1, 2, . . . , N.
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Tính chất hàm kernel và các hàm kernel thường dùng

Đối với mỗi hàm kernel k(x,y), luôn tồn tại ánh xạ Φ sao cho tích

vô hướng của hai phần tử bất kỳ ở không gian đặc trưng F đều

được tính theo công thức của hàm kernel ta chọn.

Các hàm kernel thông thường được sử dụng:

• Kernel đa thức: k(x,y)= (x ·y)n.

• Kernel cơ sở xuyên tâm (RBF): k(x,y)= e−
||x−y||2

2σ2 .

• Kernel sigmoid: k(x,y)= tanh(κ(x ·y)+Θ).
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Trường hợp tổng quát của Φ

Thực tế,
N∑
i=1

Φ(xi ) 6= 0 trong một số trường hợp. Do đó ta cần "tịnh

tiến"mỗi điểm dữ liệu sao cho trung bình cộng của chúng bằng 0,
tức là

Φ̂(xn)=Φ(xn)− 1
N

N∑
i=1

Φ(xi ).

Ma trận K ban đầu ta dùng để giải phương trình trị riêng trở thành

K̂=K−1NK−K1N +1NK1N ,

trong đó 1N là ma trận cỡ N ×N và có mọi phần tử bằng
1
N
.

Phương trình trị riêng lúc này cần giải được rút gọn thành

K̂ai = λiai .
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Các bước tiến hành Kernel PCA

Bước 1. Chọn một hàm kernel k(x,y).

Bước 2. Tính các phần tử của ma trận kernel K.

Bước 3. Trọng tâm hóa lại ma trận K thành

K̂=K−1NK−K1N +1NK1N .

Bước 4. Giải bài toán trị riêng K̂ai = λiai .
Bước 5. Ứng với mỗi thành phần chính λi , hình chiếu của điểm dữ liệu

x lên vector vi là

yi (x)=Φ(x)Tvi =
N∑
n=1

aink(x,xn).
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So sánh PCA và Kernel PCA, nhược điểm của Kernel PCA

• PCA áp dụng để tìm trị riêng của ma trận hiệp phương sai S

có kích cỡ D×D, còn Kernel PCA tìm trị riêng của ma trận

kernel K̂ có kích cỡ N ×N.

• Ta cần tìm trị riêng của ma trận K̂ có kích cỡ phụ thuộc vào

số điểm dữ liệu ban đầu N. Do đó đối với các tập dữ liệu lớn

người ta thường xấp xỉ.
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Thực hành bằng Python



Thực hành - Các bước PCA bằng Python

Tạo dữ liệu A như trên. Áp dụng PCA giảm còn 2 chiều.
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Thực hành - Các bước PCA bằng Python

Thuật toán PCA: tự xây dựng và sử dụng của sklearn.
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Thực hành - Các bước PCA bằng Python

Trực quan hóa dữ liệu sau khi thực hiện PCA.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu Swiss Roll

Hình ảnh dữ liệu Swiss Roll ban đầu.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu Swiss Roll

Hình ảnh dữ liệu Swiss Roll sau khi sử dụng PCA.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu Swiss Roll

Áp dụng Kernel PCA cho Swiss Roll.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu Swiss Roll

Áp dụng Kernel PCA cho Swiss Roll (tt). Sử dụng kernel = ’rbf’ với

các thông số γ khác nhau.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu tự chọn: Make Moons

Dữ liệu ban đầu.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu tự chọn: Make Moons

Áp dụng PCA thông thường lên dữ liệu.
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Thực hành - PCA cho dữ liệu tự chọn: Make Moons

Áp dụng Kernel PCA lên dữ liệu: kernel = rbf, γ= 15.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Ảnh bởi Ryan Nakamura.

PiMA 2021: The Mathematics of Data Science 32



Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Sử dụng cv2 để chia thành 3 kênh màu.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Áp dụng PCA giảm chiều ma trận của từng kênh.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Gộp lại các kênh sau khi sử dụng PCA.

Compression rate: 20
1000 = 2%.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Sử dụng cv2 để chia thành 3 kênh màu.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Patch-based.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Áp dụng PCA giảm chiều ma trận của từng patch.
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Thực hành - Áp dụng PCA để nén ảnh

Merge các kênh lại tạo hình ảnh đã nén.

Compression rate: 5·22300
669·1000 = 16.7%.
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